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ELEMENTI
LIBRO I

I.

Termini'

1. PUNTO ¢ ci6 che non ha parti.

2. LINEA una lunghezza senza larghezza.

3. ESTREMI DI UNA LINEA son punti.

4. LINEA RETTA ¢ quella che ¢ posta in pari rispetto ai suoi

' Traduco con fermini, il greco 6Qot piuttosto che con defini-
zzoni, come si fa comunemente, perché queste prime pagine in-
troduttorie, invece che definizioni matematiche, sono piuttosto chia-
rimenti o spiegazioni analoghe a quelle che si danno oggi nei
dizionari. Queste prime pagine contenenti queste prime spiega-
zioni, 1 postulati e le nozioni comuni, sono state, con tutta probabi-
lita, assai alterate e deformate durante i molti secoli nei quali que-
sto libro fu adoperato nelle scuole. E lecito supporre che le pa-
gine introduttorie originarie fossero tanto eleganti e sobrie
quanto son quelle che si trovano premesse agli scritti di Archi-

mede e di Apollonio.



punti.

5. SUPERFICIE ¢ cio che ha soltanto lunghezza e larghezza.

6. ESTREMI DI UNA SUPERFICIE son linee.

7. SUPERFICIE PIANA ¢ quella posta in pari rispetto alle sue
rette.

8. ANGOLO PIANO ¢ l'inclinazione di due linee in un piano
che si toccano, ma non sono per diritto.

9. Quando le linee comprendenti un angolo son rette, I’an-
golo si chiama RETTILINEO.

10. Se una retta posta sopra una retta, fa gli angoli adiacenti
eguali tra loro, ognuno dei due angoli eguali ¢ RETTO, e la retta
posta si chiama PERPENDICOLARE a quella su cui ¢ stata posta.

11. ANGOLO OTTUSO ¢ quello maggiore di un retto.

12. ACUTO ¢ quello minore di un retto.

13. TERMINE ¢ I'estremo di qualche cosa.

14. FIGURA ¢ cio che ¢ compreso da uno o piu termini.

15. CIRCOLO ¢ una figura piana, compresa da una sola linea,
tale che tutte le rette condotte ad essa da un punto posto entro
la figura, sono eguali tra loro.

16. CENTRO DEL CIRCOLO si chiama quel punto.

17. DIAMETRO DEL CIRCOLO ¢ una retta condotta per il cen-
tro, e terminata ad ognuna delle parti alla circonferenza del cit-
colo, la quale divide anche il circolo per meta.

18. SEMICIRCOLO ¢ la figura compresa dal diametro e dalla

circonferenza da esso tagliata.



I centro del semicircolo ¢ lo stesso del centro del circolo.

19. FIGURE RETTILINEE son quelle comprese da rette, TRILA-
TERE da tre, QUADRILATERE da quattro, MULTILATERE quelle
comprese da piu di quattro.

20. Tra le figure trilatere ¢ TRIANGOLO EQUILATERO quello
che ha i tre lati eguali; ISOSCELE quello che ha due soli lati eguali;
SCALENO quello che ha i tre lati diseguali.

21. Inoltre tra le figure trilatere, ¢ TRIANGOLO RETTANGOLO
quello che ha un angolo retto, OTTUSANGOLO quello che ha un
angolo ottuso, ACUTANGOLO quello che ha i tre angoli acuti.”

22. Tra le figure quadrilatere ¢ QUADRATO quella che ¢ equi-
latera e rettangola; OBLUNGO quella che ¢ rettangola ma non
equilatera; ROMBO quella che ¢ equilatera ma non rettangola;
ROMBOIDE quella che ha i lati e gli angoli opposti eguali tra loro,
ma non ¢ né equilatera, né rettangola; si chiamino TRAPEZII® tutti
gli altri quadrilateri.

23. PARALLELE sono rette, le quali sono nello stesso piano, e

* Si notino le inaspettate definizioni di triangolo scaleno, e di
triangolo acutangolo, le quali obbligano subito a riflettere, chi per

la prima volta sente parlare di geometria.

’ [’uso di chiamar #rapezii i quadrilateri aventi due lati paralleli

¢ posteriore ad Euclide.



prolungate all’infinito da ognuna delle due parti, da nessuna delle

due parti si incontrano tra loro.*

Postulati.

1. Si ammetta di poter tirare da ogni punto ad ogni [altro]
punto, una linea retta;

2. e di poter prolungare continuamente per diritto una linea
retta terminata;

3. e con ogni centro e con ogni distanza, descrivere un cit-
colo;

4. e che tutti gli angoli retti sono eguali tra loro;

5. e che se una retta incontrando due rette, fa gli angoli interni
e dalla stessa parte minori di due retti, le due rette prolungate
allinfinito, si incontrano da quella parte nella quale gli angoli son

minorti di due retti.’

* Si noti che dire che due rette nello stesso piano incontrate
da un’altra retta, si incontrano tra loro, val quanto dire che le tre
rette formano un triangolo; e che invece il dire che due rette
nello stesso piano incontrate da una terza non s’incontrano tra
loro, val quanto dire che esse sono parallele, ovvero val quanto

dire che le tre rette non formano un triangolo.

> Questo postulato ¢ adoperato per la prima volta nella pro-

posizione (29).



Nozioni comuni.®

1. Le cose eguali ad una stessa, sono eguali tra loro.

2. B se a cose eguali si aggiungono cose eguali, 1 tutti sono
eguali.

3. E se da cose eguali si tolgono cose eguali, i resti sono eguali.

4. E le cose sovrapponentisi 'una sull’altra, sono eguali tra

loro.”

°Ta parola assiomi non ¢ adoperata da Euclide. Aristotile li

aveva chiamati xowal 6dar, opinioni comuni, suggerendo cosi forse

la frase Euclidea.

" Euclide adopera nella (4) anche la proposizione inversa che
cio¢ cose eguali tra loro si possono sovrapporre luna sull'altra. La distin-
zione tra eguaglianza e sovrapponibilita ¢ assai sottile.

Euclide pero non fa una teoria generale della sovrapposizione.
Una teoria completa della congruenza (ovvero sovrapponibilita
delle figure) ¢ stata costruita da PASCH, Vorlesungen iiber nenere
Geometrie, Leipzig, 1882, ed esposta con molte semplificazioni da
G. PEANO, Sui fondamenti della geometria, Riv. di Mat., 1894, t. 4 p.
75 e segg.

A me sembra pero preferibile, quando si voglia fare questa

distinzione, conservare alla parola eguali il senso che essa ha nella
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5. E il tutto ¢ maggior della parte.

logica, ricorrendo invece che alla creazione di una nuova relazione
di congruenza, ad una frase un po’ pia complessa come eguali in
Jforma, di egnal figura, etc.

Nelle citazioni, i fermini si indicheranno cosi: (T 10); 1 postulati,
cosi: (P 3); le nozioni comuni cosi (C 2); e le proposizioni col semplice

numero (17).



LIBRO PRIMO

1. — Sopra una retta data terminata, costruire un triangolo equilatero.®

Sia AB la retta data terminata.
Si deve sulla retta 4B costruire un triangolo equilatero.
I Con centro A
e distanza AB si
descriva (P3) il
circolo BI' A, e di
nuovo con cen-
tro B e distanza
BA si desctriva
(P3) 1 circolo
AI'E, e dal punto I'in cui i circoli si tagliano tra loro, si condu-
cano (P1) ai punti A, Ble rette 1’4, I'B.

® Si ¢ obiettato a questa dimostrazione e a quella della succes-
siva (22), che in esse Euclide ammette come evidente, che se 7
circolo ha il centro su di un altro circolo, ed un punto interno ad esso, lo
taglia. Si ¢ tentato di dimostrare recentemente questa proposi-
zione per mezzo di altri postulati, assai pia complicati. Sembra
pero pit semplice Pammettere tacitamente questa proposizione,

come parve evidente ad Euclide.



E poiché il punto A ¢ centro del circolo I'AB, la AI" ¢ eguale
(T15) alla_A4B. E di nuovo, poiché il punto B ¢ centro del circolo
I'’AE, 1a BI" ¢ eguale alla BA (T15). Ma si ¢ gia dimostrato che
I'A4 ¢ eguale alla 4B. Dunque ognuna delle 14, I'B ¢ eguale alla
AB. Ma cose eguali ad una stessa sono eguali tra loro (C1), dun-
que la I'4 ¢ eguale alla I'B. Dunque le tre I'4, AB, I'B sono
eguali tra loro.

Dunque il triangolo ABI" ¢ equilatero ed ¢ costruito sulla

retta data terminata 4B, come dovevasi fare.

2. — Ad un dato punto apporre nna retta eguale ad una data retta.’

’ Questa proposizione ha molti casi, gia analizzati da Proclo.
A seconda della disposizione delle figure occorre cambiare al-
cune parole nella dimostrazione. Si puo pero sempre ridursi al
caso esposto da Fuclide. F infine da osservarsi che in altre pro-
posizioni (per es. nella 7) Euclide sviluppa soltanto il caso pid
difficile.

L’interesse di questa proposizione ¢ duplice. Essa ¢ anzitutto
una elegante applicazione della proposizione precedente e delle
nozioni comuni. In secondo luogo essa rende inutile il #asporto
di una retta nel piano, potendosi supporre con A. De Morgan,
che il compasso adoperato da Euclide, sia cosi fatto che chiuda le
punte, appena cessi di toccar la carta, e che la riga sia cosi fatta

che su di essa non si possano far segni.
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Sia A il punto dato, e sia BI"la retta data. Si deve al punto A4
apporre una retta eguale alla retta data Bl
Si conduca infatti dal punto A al punto B la retta 4B (P1), e
si costruisca su di essa il triangolo equilatero AA4B (1), e si pro-
lunghino per diritto (P2) alle 4.4, 4B le rette AE, BZ, e con
centro B e distanza BI " si descriva il circolo I'H® (P3), ed ancora
con centro A e distanza AH si descriva (P3) il circolo HKA.
Poiché il
punto B ¢
centro  del
circolo
I'BO, 1a BI'
¢ eguale alla
BH. Ed an-
cora poiché
il punto 4 ¢
centro  del
circolo
HKI', laAA4
¢ eguale alla

AH, delle quali la parte A4 ¢ eguale alla AB. Dunque il resto
A1 ¢ eguale al resto BH (C3). Ma si ¢ dimostrato che la BI" ¢
eguale alla BH. Dunque ognuna delle due A1, BI" ¢ eguale alla




BH. Ma cose eguali ad una stessa sono eguali tra loro (C1), e
percio la 41 ¢ eguale alla BI'.
Dunque al punto dato A si ¢ apposta la 41, eguale alla retta

data BI', come dovevasi fare.

3. — Deate due rette diseguali, dalla maggiore tagliare una retta egnale

alla minore."”

Siano AB, I' le due rette date diseguali delle quali .4B sia la

maggiore.

" Lo scopo di questa proposizione, come quello della prece-
dente, ¢ di evitare il #rasporto di una retta nel piano (poiché per
mezzo di questo trasporto i problemi (2) e (3) si risolvono im-
mediatamente), e di limitarsi alle operazioni ammesse dai primi

tre postulati.
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Si deve al-

I
lora dalla
maggiore
A .

AB  tagliare

una retta

E eguale alla I'.

A B S;

i ap-
ponga al
punto A, la

7 A4 eguale

alla retta I" (2), e con centro A e distanza .4 si descriva il circolo
AEZ (P3).

E poiché il punto A ¢ centro del circolo AEZ ¢ AE eguale
alla 44 (T15); ma anche la I" ¢ eguale alla 4. Dunque ognuna
delle AE, I"¢ eguale alla A4A4. Dunque (C1) anche la I" ¢ eguale
alla AE.

Dunque, date due rette diseguali dalla maggiore si é tagliata una retta

eguale alla minore, come dovevasi fare.

4. — Se due triangoli hanno due lati eguali a due lati, ciascuno a cia-
scuno, ed un angolo eguale ad un angolo, quello cioé compreso dalle rette
eguali, avranno anche la base eguale alla base, e il triangolo sara egnale al

triangolo, ed i restanti angoli saranno eguali ai restanti angoli, ciascuno a
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ciascuno, quelli a cui sottendono lati eguali.""

' Si noti che nell’enunciato ¢ detto «angolo... compreso dalle rette
egnalt», € non «compreso dai lati egnali», per conservare la frase
adoperata per definire un angolo (T 9).

E stato obiettato a questa proposizione che essa implica po-
stulati non formulati, e che ¢ quindi pit semplice assumerla tutta
intera come un postulato (per es. HILBERT, Grundlagen der Geo-
metrie, p. 9), ma 'osservazione ¢ antica (IACOBI PELETARII, In
Euclidis Elementa geometrica demonstrationum libri sex, Lugduni 1557,
p. 15: «.... dicamus, hoc Theorema per se clarum esse, neque pro-
batione egere, sed Definitionis cuiusdam loco habendum esse»).

St osservi perd che per mezzo di questa proposizione Eu-
clide, ricorrendo piu volte alla nozione comune (C 4), dimostra
che la sovrapposizione di due triangoli eguali si puo fare sovrappo-
nendo soltanto un lato ed un angolo di esso. LLa dimostrazione
di Euclide, accenna assai in scorcio, ad una possibile teoria della
Sovrapposigione.

Questo metodo di dimostrare I'eguaglianza di due figure per
sovrapposizione, sembra pia antico di Euclide. Infatti Proclo 1i-
ferisce (HEATH p. 253) che TALETE collo stesso metodo avrebbe
dimostrato che ogni diametro taglia il circolo in due parti eguali.

Si noti ancora che la (4) ha una immediata applicazione in

agrimensura e in topografia. Se si ha una linea poligonale piana,
12



Siano i due triangoli, aventi due lati 4B, Al eguali ai due lati
AE, A7 ciascuno a ciascuno, e 'angolo BAI" eguale all’angolo
EAZ.

Dico

che an-

A A

che Ia
base BI'
¢ eguale
B r E =7 alla base
EZ, e

che il triangolo ABI "sara eguale al triangolo AEZ, e che i restanti

angoli saranno eguali ai restanti angoli ciascuno a ciascuno, quelli
a cul sottendono lati eguali, ABI" eguale a AEZ, e AI'B [eguale]
a AZE. Infatti sovrapposto il triangolo 4ABI " al triangolo AEZ e
posto il punto A sul punto A e il lato .AB sul lato AE, anche il
punto B si sovrapporra al punto E, per essere 4B eguale alla AE

e di essa si conoscono tutti i lati, e gli angoli che ogni lato fa con
quello che lo segue, la linea poligonale ¢ determinata, cio¢ due
linee poligonali aventi i lati e gli angoli anzidetti ordinatamente eguali, sono
egrall.

La dimostrazione si conduce come quella della (4).

Se si congiunge ogni vertice della poligonale, con quello che

lo precede di due posti, si ha una catena rigida di triangols.
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(C4 nota). E sovrapposta la 4B alla AE, anche la 41" st sovrap-
porra alla AZ per esser 'angolo BAI" eguale a EAZ. Percio an-
che il punto I si sovrapporra al punto Z per esser di nuovo
eguale Al alla AZ (C4 nota). Ma anche B ¢ sovrapposto ad E.
Percio anche la base Bl si sovrapporra alla base EZ. Poiché se
B ¢ posto su E e I'su Z, se la base BI" non ¢ sovrapposta alla
base EZ, due rette comprenderebbero uno spazio, cio che ¢ im-
possibile. Sara quindi anche la base BI"sovrapposta alla base EZ,
e sara ad essa eguale. Dunque anche tutto il triangolo .4BI " sara
sovrapposto al triangolo AEZ e sara ad esso eguale (C4), ed i
restanti angoli saranno sovrapposti ai restanti angoli, e ad essi
saranno eguali (C4), ciod ABI" eguale a AEZ, ed AI'B eguale a
AZE.

Dunque, se due triangoli, etc., come dovevasi dimostrare.

5. — Gli angoli alla base dei triangoli isosceli sono eguali tra loro, ¢

prolungati i lati eguali, gli angoli sotto la base, saranno eguali tra loro."

"2 Si noti che il ragionamento ha una lieve imperfezione. In-
fatti a principio della dimostrazione si dice «s7 folga dalla maggiore
AE, la AH eguale alla AZ...». Come si puo esser certi che sia
AE maggiore di AZ? Evidentemente, o prolungando quanto oc-
corre la AE, ovvero, il che ¢ lo stesso prendendo Z, quanto oc-

corre, vicino a B.
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Sia il triangolo isoscele ABI " avente il lato 4B eguale al lato
Al e si prolunghino per diritto (P2) ad AB, AT, le rette BA, I'E.

Dico che I'angolo ABI" ¢ eguale all’angolo AI'B, e che anche
I'BA ¢ eguale a BI'E.

Si prenda infatti sulla B4 un punto a caso Z, e si tolga dalla
maggiore AE la AH eguale alla AZ (3), e si conducano le rette
Z1, HB (P1).

A Poiché dunque AZ ¢ eguale ad
AH, ed AB ¢ eguale ad .41, anche
le due ZA, AI" sono eguali alle due
HA, AB ciascuna a ciascuna, e
comprendono langolo comune
ZAH; percio la base ZI" ¢ eguale
alla base BH ed il triangolo .AZI " al
triangolo AHB, ed i restanti angoli

sono eguali ai restanti angoli, ciascuno a ciascuno, quelli cio¢ a

Un’altra dimostrazione della prima parte di questa proposi-
zione ¢ stata data da Proclo, il quale suppone che non si prolun-
ghino i lati e si prenda A sul lato 4B, e questa dimostraz. non ¢
soggetta alla osservazione precedente.

Pappo, secondo quanto Proclo riferisce, dimostrava questa
prima parte senza nessuna costruzione, considerando il trian-

golo ABI", come due triangoli sovrapposti etc.
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cul sottendono eguali lati (4), cioe AI'Z ¢ eguale ABH, ed AZI"
¢ eguale ad AHB. E poiché tutta la 4Z ¢ eguale alla 4H, ed 4B
¢ eguale ad AT, la restante BZ ¢ eguale alla restante I'H (C3). Ma
si ¢ dimostrato che anche ZI" ¢ eguale a HB.

Percio le due BZ, ZI" sono eguali alle due I'H, HB ciascuna a
ciascuna, ¢ 'angolo BZI" ¢ eguale all’angolo I'HB, e la loro base
BI" ¢ comune. Percio il triangolo BZI" sara eguale al triangolo
I'HB, ed 1 restanti angoli saranno eguali ai restanti angoli cia-
scuno a ciascuno, quelli cio¢ a cui sottendono lati eguali (4).
Quindi 'angolo ZBI" ¢ eguale a HI'B, e BI'Z ¢ eguale a I'BH. Ma
poiché tutto 'angolo ABH ¢ stato dimostrato eguale all’angolo
AI'Z, e di essi la parte I'BH eguale ad BI'Z, pure il resto ABI" ¢
eguale al resto AI'B (C3); e sono alla base del triangolo ABI". E
gia si era dimostrato che ZBI "¢ eguale a HI'B, 1 quali sono sotto
la base.

Dunque, g/ angoli alla base, etc. come dovevasi dimostrare.

6. — Se in un triangolo due angoli sono eguali tra loro, anche i lati

sottendenti gli angoli eguali saranno egnali tra loro."

" In questa proposizione Euclide adopera per la prima volta

il metodo di dimostrazione chiamato da ARISTOTELE riduzione

all’assurdo () eig 10 @dVvatov Anoywyn, Anal. prior. 1, 7, 29b 5)

ovvero dimostrazione per assurdo (1| 810 10D Aduvvatov Anddetéic,
16



Sia il triangolo ABI™ avente I’angolo ABI" eguale all’angolo
AI'B.

A Dico che anche il lato

AB ¢ eguale al lato AT
A Se infatti la 4B non ¢
eguale alla AI', una di
esse ¢ maggiore. Sia
maggiore la AB, e si
tolga dalla maggiore 4B
B r la 4B eguale alla minore
(3), e si congiunga la AI". Poiché dunque la 4B ¢ eguale alla_AI"
e la BI' ¢ comune, le due AB, Bl sono eguali alle due A", BI"
ciascuna a ciascuna, e 'angolo ZBI" ¢ eguale all’angolo AI'B,

dunque la base Al ¢ eguale alla base AB, ed il triangolo ABI”

sara eguale al triangolo ABI" (4), il minore al maggiore, il che ¢

impossibile.
Dunque non ¢ 4B diseguale ad 41", dunque ¢ eguale.

Dunque, se in un triangolo, etc. c. d. d.

7. — Sulla stessa retta, a due stesse rette, non si possono condurre altre

due rette, egnali ciascuna a ciascuna, a due punti diversi e dalla stessa parte,

ibid. I, 29, 45a 35), od ancota dimostrazione conducente all assurdo (1)
elc 10 Adbvatov Byovoa Anddeiéig, Anal. post. 1, 24, 85a 16).
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aventi gli stessi estremi delle due prime rette."*

Poiche se ¢ possibile, sulla stessa retta 4B, alle due stesse rette
AT, I'B si conducano altre due rette .4, AB eguali ciascuna a
ciascuna, a due punti diversi I', A e dalla stessa parte, aventi gli
r stessi estremi, cosicché I"A4

sia eguale a A4, aventi lo
= stesso estremo .4, e I'B sia
eguale a B, aventi lo stesso
estremo B.
Si conduca la I'A4.
A B Poiché dunque AI' ¢
eguale ad A, Pangolo Al ¢ eguale a AAI" (5). Dunque AAI"
¢ maggiore di AI'B. E quindi I’ 2B ¢ molto maggiore di AI'B

(C5). Ma ancora, poiché I'B ¢ eguale a 4B, I'angolo I'ZB ¢ eguale

a AI'B (5). Ma si ¢ dimostrato che ¢ molto maggiore, il che ¢

impossibile.

" L’enunciato della (7) tradotto letteralmente & oscuro. I di-
versi traduttori lo hanno alterato in varl modi. La versione /bera
pit semplice, e piu vicina al testo greco, ma chiara, sembra la
seguente: «A due punti diversi e dalla stessa parte di una stessa retta, non
§i possono condurre due rette eguali tra loro, da ognuno dei due estremi della

retiay.
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Dunque s#lla stessa retta etc. c. d. d.

8. — Se due triangoli hanno due lati egnali a due lati, ciascuno a cia-
scuno, ed hanno la base egnale alla base, avranno anche eguali gli angoli

compresi da rette eguali.”

A A H Siano i due
triangoli  ABI
AEZ  aventi i
due lati AB, AI
eguali ai due lati
r AE, A7 cia-

E scuno a cla-

scuno, AB

"> HEATH ha osservato che il testo greco cosi oscuro, faceva
parte probabilmente della fraseologia tradizionale, e percio seb-
bene vago, era facilmente capito dai geometri greci. Si trovano
infatti enunciati spesso nello stesso modo ellittico ed oscuro,
molti teoremi di geometria nelle opere di Aristotele.

Euclide da soltanto il caso piu difficile, in cui si supponga il
punto A esterno al triangolo ABI". Se A si suppone interno al
triangolo, con qualche lieve semplificazione si puo ripetere la

stessa dimostrazione.
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eguale a AE; ed Al a AZ. Ed abbiano anche la base BI" eguale
alla base EZ. Dico che anche I'angolo BAI" ¢ eguale all’angolo
EAZ.

Infatti sovrapposto il triangolo ABI " sul triangolo AEZ e po-
sto il punto B sul punto E e la retta Bl sulla retta EZ, anche il
punto I si sovrapporra al punto Z per essere Bl eguale ad EZ.

Ma sovrapposta la BI" sulla EZ, si sovrapporranno anche le
BA, AI' sulle EA, AZ. Poiché se la base BI' ¢ sovrapposta alla
EZ edilati BA, AI" non si sovrappongono sui lati EA, A7 ma
cadono fuori come in EH, HZ si saranno costruite sulla stessa
retta, alle stesse due rette, altre due rette eguali, ciascuna a cia-
scuna, da due punti diversi e dalla stessa parte, aventi gli stessi
estremi delle due prime rette.

Ma non si possono costruire (7); dunque non [¢ vero che]
sovrapposta la base Bl sulla base EZ, non si sovrapporranno i
lati BA, Al ailati EA, AZ. Dunque si sovrapporranno. Dunque
anche I'angolo BAI" si sovrapporra all’angolo EAZ e sara ad
esso eguale.

Dunque se due triangoli, etc. c. d. d.

9. — Dividere per meta un dato angolo rettilineo."’

10 Gia ai geometri greci era venuto il desiderio di trovare una
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Sia BAI'il dato angolo rettilineo; occorre dividerlo per meta.

Si prenda sulla 4B a caso il punto 4, e si tolga dalla AT 1a
AE eguale alla A4 (3), si conduca la AE e sulla AE si costruisca
il triangolo equilatero AEZ (1), e si conduca la AZ.

costruzione per dividere un angolo in tre o in un maggior nu-
mero di parti eguali. Non essendovi riusciti, adoperando soltanto
rette e circoli, adoprarono altre curve. NICOMEDE triseco ’an-
golo per mezzo della concoide, ed ARCHIMEDE per mezzo dell’in-
tersezione di un circolo e di una retta che ruota nel piano, nel
suo Lemma VIII. IPPIA per mezzo della sua quadratrice, ed AR-
CHIMEDE colla sua spirale, insegnarono a dividere un angolo in
qualsivoglia numero di parti eguali. Soltanto 1 matematici del se-
colo XIX riuscirono a dimostrare che adoperando un numero
finito di intersezioni di rette e di circoli, non si puo trisecare un

angolo qualunque.
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A Dico che I' angolo
BAI" ¢ diviso per meta
dalla 4AE.

Poiché infati A4 ¢
eguale alla AE, ed AZ ¢
A L \E comune, le due AA4, AZ
sono eguali alle due EA,
AZ ciascuna a ciascuna. E
la base AZ ¢ eguale alla

B 7. i base EZ. Percio I'angolo
EAZ (8).

Dunque il dato angolo rettilineo BAI" ¢ diviso per meta dalla

AAZ ¢ eguale all’angolo

retta A7, come dovevasi fare.
10. — Dividere per meta una data retta terminata."

Sia AB la retta data terminata; occorre dunque dividerla per

meta.

" 11 problema analogo a quello della #isezione di un angolo, &
la trisezione di una retta. Essa non puo farsi senza ricorrere al
postulato delle parallele (P5). La dimostrazione di questa impos-

sibilita pero non ¢ semplice, cft. nota alla (34).
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Si costruisca su di essa il triangolo equilatero AI'B (1), e st
divida per meta I’'angolo .4I'B colla retta 1°4 (9).
Dico che la AB ¢ divisa per meta nel punto .
Infatti 1a A"
L ¢ eguale alla I'B,
la I 4 é comune,
eledue Al I'A
sono eguali alle
due BI', I' A cia-
scuna a cia-
scuna; e 'angolo
A A B Al'4 ¢ eguale
all’angolo BI'Al.

Percio la base A4 ¢ eguale alla base BA (4).

Dunque la data retta terminata 4B ¢ divisa in 4, c.d. f.

11. — Ad una retta data, da un punto dato su di essa condurre una

linea retta ad angolo retto.”

' A. DE MORGAN ha osservato che se, come oggi talvolta si
fa, si includono gli angoli piat# tra gli angoli formati da due rette,
(T 10) la (11) diventa un caso particolare della (9), la costruzione

essendo la stessa.
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Sia AB la retta data, e sia I il punto dato su di essa. Si deve
dunque dal punto I" condurre alla retta 4B una retta ad angolo
retto.

Si prenda su AB un punto a caso A, e si prenda I'E eguale a
I'4 (2), e su AE si costruisca un triangolo equilatero (1), e si
conduca la ZI".

Dico che alla retta data 4B, dal punto I" dato su di essa, ¢
stata condotta, ad angolo retto, la retta ZI.

& Poiché in-
fati A" ¢
eguale a I'E e
1I'Z ¢ comune,
le due rette
Al I'Z sono
A B eguali alle due

A r E El, I'Z cia-

scuna a ciascuna. E la base AZ ¢ eguale alla base ZE. Percio

I'angolo AI'Z ¢ eguale all’angolo EI'Z, e sono adiacenti (8). Ma
quando una retta posta sopra una retta fa gli angoli adiacenti
eguali tra loro, ognuno dei due angoli eguali ¢ retto (T 10).
Percio AI'Z, ZI'E sono retti.
Percio alla retta data 4B dal punto dato su di essa I si ¢ con-

dotta la retta I'Z ad angolo retto, c. d. f.

12. — Ad una data retta infinita, da un punto dato che non e su di
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essa, condurre una linea retta perpendicolare.”

Sia AB la retta infinita data e sia I il punto che non ¢ su di
essa.
Si deve dunque condurre alla retta data infinita 4B, dal punto

dato I"che non ¢ su di essa, una linea retta perpendicolare.

" EUCLIDE suppone tacitamente che il circolo EZH tagli la
retta 4B in due, ed in due soli punti. A questa supposizione si
puo anche dare la forma seguente: Ogni retta condotta per un punto
interno ad un circolo, lo taglia in due punti. Infatti, poiché si ¢ preso
dall’altra parte di AB, la retta I'A taglia 4B in un punto interno
al circolo, ed AB ¢ condotta per questo punto.

Tale supposizione, sebbene sia facilmente ammessa da chi co-
mincia a studiare geometria, si pud dedurre dalle proposizioni
precedenti (come ha dimostrato HEATH, p. 273-274). Gia PRO-
CLO aveva tentato dimostrare che il circolo non incontra la retta

in pis di due punti.
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Z Si
prenda

dall’altra

parte della

retta 4B,

a caso, un

punto A e
A B con cen-

H\@/\/E tro I e di-

A

stanza ['4
si descriva il circolo EZH (P3). E si divida la retta EH per meta
in © (10), e si congiungano le I'H, I'O, I'E.

Dico che alla retta data infinita 4B, dal punto I che non ¢ su
di essa, ¢ stata condotta la perpendicolare I'©.

Poiché infatti la HO ¢ eguale alla OF, ¢ ©I" ¢ comune, le due
H®, OI" sono eguali alle due EO, OI, ciascuna a ciascuna. E la
base I'H ¢ eguale alla base I'E. Dunque 'angolo I'©H ¢ eguale
all’angolo EOI" (8), e sono adiacenti. Ma quando una retta posta
sopra una retta, fa gli angoli adiacenti eguali tra loro, ognuno dei
due angoli eguali ¢ retto, e la retta posta si chiama perpendicolare
a quella su cui ¢ stata posta (T 10).

Dunque alla data retta infinita 4B, dal punto dato I che non

¢ su di essa, si ¢ condotta la perpendicolare I'0, c. d. f.

13. — Se una retta, posta sopra una retta fa degli angoli, fara due
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angoli retts, o eguali a due rettr.

Infatti una retta 4B posta sulla 1’4 faccia gli angoli I'BA,
ABA.

Dico che gli angoli I'BA, ABA o son due retti, o sono eguali
a due retti.

E A Poiché se I'BA ¢

eguale a ABA, essi
sono due retti (T10).
Ma se no, dal punto B
si conduca la BE, ad
angolo retto alla I
(11); dunque IBE,
EBA4 son due retti. E

A B r poiche I'BE ¢ eguale ai
due I'BA, ABE, si aggiunga EBA comune. Dunque I BE, EBA
sono eguali ai tre I'BA, ABE, EBA (C2).

Ed ancora, poiché £BA ¢ eguale ai due ABE, EBA, si ag-
giunga ABI", comune. Dunque £BA, ABI" sono eguali ai tre
ABE, EBA, ABI" (C2). Ma si ¢ dimostrato che anche I'BE, EBA
sono eguali agli stessi tre. Ma le cose eguali ad una stessa sono
eguali tra loro; dunque I'BE, EBA, sono eguali a AB.A, ABI".

Ma I'BE, EBA son due retti, dunque ABA, ABI sono eguali

a due retti.

Dunque, se #na retta posta, etc. c. d. d.
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14. — Se con una retta, e in un punto su di essa, due rette non poste
dalla stessa parte, fanno gli angoli adiacenti eguali a due retts, le due rette

saranno per diritto tra loro.

Con una retta AB, e nel punto B su di essa, le due rette Bl
BA che non son poste dalla stessa parte, facciano gli angoli adia-
centi ABI', ABA eguali a due retti.

Dico che BA ¢ per diritto alla I'B.

A E Se infatti BA non ¢é

per diritto alla I'B, sia

BE per diritto alla I'B.

Poiché dunque la

retta AB ¢ posta sulla

I'BE, gli angoli ABI',

ABE sono eguali a due

r B A retti (13). Ma anche
ABI', ABA sono eguali a due retti. Dunque ABI, ABE sono
egualia ABI', ABA (C1). Si tolga I'BA, comune. Dunque il resto
ABE ¢ eguale al resto 4B (C3), il minore al maggiore, cio che

¢ impossibile.
Dunque BE non ¢ per diritto alla I'B. Similmente si dimo-
strera che nessun’altra retta lo ¢, oltre la BA.

Adunque I'B ¢ per diritto alla BA.

Dunque, se con una retta, etc. c. d. d.
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15. — Se due rette si tagliano tra di loro, fanno gli angoli al vertice

eguali tra loro.

Infatti, le due rette AB, I'4 si taglino tra loro nel punto E.
Dico che I'angolo AEI" ¢ eguale all’angolo AEB, e che I'EB

¢ eguale a AEA.
A Poiché infatti la
retta AFE ¢ posta sulla
Al facendo gli an-
goli I'EA, AEA, i
E due angoli I'EA,
A I AEA sono eguali a

due retti (13). Ed an-

cora, poiché la retta

AE ¢ posta sulla retta

B 4B facendo gli an-

goli AEA, AEB, anche gli angoli AEA, AEB sono eguali a due

retti. Dunque gli angoli I'EA, AEA sono eguali agli angoli

AEA, AEB (C1). Si tolga AEA comune; allora il resto I'EA ¢

eguale al resto BEA. Similmente si dimostrera che anche I'EB,
AEA sono eguali.

Dunque, se due rette, etc. c. d. d.

16. — In ogni triangolo, prolungato un lato, I'angolo esterno é maggiore

di ciascuno dei due interni ed opposti.
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Sia il triangolo ABI e si prolunghi un lato BI" di esso fino in
A.

Dico che 'angolo esterno AI'4 ¢ maggiore di ciascuno dei
due interni ed opposti I’ BA, BAI"

Si divida per meta la Al in E (10), e condotta la BE, si pro-
lunghi per diritto fino in Z, e si ponga EZ eguale alla BE, e si
conduca la ZI'; esi prolunghi la AI" fino in H.

A 7 Poiché
dunque AE ¢
eguale  alla
EI' e la BE
alla EZ, le
due AE, EB

B A sono eguali
alle due I'E,

EZ, ciascuna

a clascuna. E

I'angolo

H AEB ¢

eguale all’angolo ZEI; sono infatti opposti al vertice (15). Dun-

que la base ZI" ¢ eguale alla base AB, ed il triangolo ABE ¢

eguale al triangolo ZEI" ed i restanti angoli sono eguali ciascuno
a ciascuno, quelli sottesi da lati eguali (4).

Dunque BAE ¢ eguale a EI'Z. Ma EI'A ¢ maggiore di EI'Z

(C5), dunque AI'A ¢ maggiore di BAE.
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Similmente, divisa per meta la Bl si dimostrera che BI'H, o
cio che ¢ lo stesso Al 4, ¢ maggiore di ABI".

Dunque, 7 ggni triangolo, etc. c. d. d.

17. — In ogni triangolo due angoli comungue presi, son minori di due
retti”
Sia il triangolo ABI".

Dico che due angoli del triangolo ABI", comunque presi,

b

sono minoti di due retti.

Si prolunghi infatti la BI'in .

* Si osservi che questa proposizione ¢& inversa del postulato
5, del quale si fara uso soltanto dalla (29) in poi. Infatti il (P5)
afferma che, se due rette, incontrate da un’altra, fanno gli angoli
interni dalla stessa parte minori di due retti, esse s’incontrano.
Questa (17), afferma invece, che se due rette s’incontrano, e sono
incontrate da un’altra (formando cosi un triangolo), fanno con
questa gli angoli interni dalla parte da cui s’incontrano (che son

due angoli del triangolo), minori di due retti.
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A E poiché
nel  trian-
golo ABI'

I’angolo
Al'A e

esterno, ¢

maggiore
B T g8
ed opposto ABI" (16).

St aggiunga AI'B, comune. Dunque gli angoli 414, AI'B son
maggiori di ABI', BI'A (C4). Ma AI'A, AI'B sono eguali a due
retti (13).

Dunque ABI', BAI son minori di due retti.

Similmente dimostreremo che anche BAI", .AI'B son minoti
di due retti, e cosi pure AI'B, ABI".

Adunque in ogni triangolo, etc., c. d. d.

dell’interno

18. — In ogni triangolo, il maggior lato sottende il maggior angolo.”'

* Da questa proposizione si ricava con una regola di logica
pura la proposizione (6). Si ha infatti la proposizione: a, b e Cls.
D:adb. === bD wm a(G. PEANO, Aritmetica generale ed algebra
elementare; Torino, Paravia 1902 p. 7). Ora dalla (18) si ricava:

= (triangoli isosceli) O == (triangoli aventi gli angoli alla base
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A Sia infatti il
triangolo A4BI”
avente il lato

A Al maggiore di
AB.

Dico che an-

B I" che Tangolo
ABI' ¢ mag-
giore di BI'A.

Poiché infatti 41" ¢ maggiore di AB, si ponga .4 eguale ad
AB (2) e si congiunga BA.

Poiché nel triangolo BI'A, I'angolo 4B ¢ esterno, esso ¢
maggiore dell'interno ed opposto AI'B (16); ed ancora 'angolo
AAB ¢ eguale a ABA, poiché il lato AB ¢ eguale ad A4 (5); ¢
dunque anche ABA maggiore di .AI'B. Dunque ABI" ¢ ancor
maggiore di AI'B (C5).

Dunque, 77 ggni triangolo, etc. c. d. d.

19. — In ggni triangolo, il maggior angolo ¢ sotteso dal maggior lato.”

eguali). Quindi: (triangoli aventi gli angoli alla base eguali) D

(triangoli isosceli), che ¢ la (6).

* AUGUSTUS DE MORGAN (Formal logic, 1847, p. 25) secondo
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Sia ABI" 1l triangolo avente I'angolo .4BI" maggiore dell’an-
golo BI'A.

Dico che anche il lato 41" ¢ maggiore del lato .AB.

Se infatti non ¢, la Al ¢ eguale o minore della .4B. Ma non ¢
AB eguale ad AI" poiché allora sarebbe anche ABI" eguale a

un passo riferito da Heath (p. 284), ha osservato che le (6) e (19)
si deducono contemporaneamente dalle (5) e (18), con pure ope-
razioni di logica. Se infatti si hanno due terne di proposizioni p,
g, red x;, ), %, tali che di ogni terna, una ed una sola sia vera, cioe
S12: P emJuml, T wmlwmp, = empemg, € cosi pure
X= wm ) - %, ctc. allora si ha:

X0p. y2q. xXOr. 2. pox. g23y. 12%.

Se ora denotiamo con 4, 4 due lati di un triangolo e con 4, B
gli angoli opposti; le due terne di proposizioni; a=b, a<b, a> by
A=B, A<B, A>B, soddisfanno alle condizioni sopra indicate;
ed inoltre:

a=b. 5. A=B (5); a<b. 5. A<B(18);
a>b. 5. A>B (18).

percio anche:

A=B. 2. a=b (6); A<B. 2. a<b. (19);
A>B. 2. a>b (19).
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AI'B (5). E nemmeno ¢ A4l minore
di AB, poiché allora sarebbe ABI"
minore di AI'B (18), il che non ¢.
Dunque non ¢ AI" minore di AB.
Ma si ¢ dimostrato che non ¢ nep-
pure eguale, dunque AI" ¢ maggiore
di AB.

Dunque, iz ogni triangolo, etc. c. d.

20. — In ogni triangolo, due lati sono

T maggiori del restante, comungue siano

presi”

* Secondo uno scoliaste greco (EUCLIDE, ed HEIBERG, vol.
V p. 156), ¢gli Epicurei dicevano inutile questo teorema (20) os-
servando che era evidente anche ad un asino, e non aveva biso-
gno di nessuna dimostrazione.

Archimede (I'1egl opaipag xal xwAivépov lib. 1.) comincia col
postulato «La retta ¢ la minima di tutte le linee contermini».
Naupdver d¢ radra- Taw o abra wéara Eyovadv yQauucdv
Ehayiorpy elvar My 0Ssiav).

ILa dimostrazione di Euclide, assai elegante, ha lo scopo di

enunciare una condizione necessaria perche tre rette formino un
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Sia infatti il triangolo ABI.

Dico che due lati son maggiori del restante comunque siano
presi, cio¢ BA, Al maggiori di BI'; AB, Bl maggiori di AI'; BI',
I'A maggiori di AB.

Si prolunghi infatti la BA verso il punto A, e si ponga A
eguale a I'4, e si congiunga la AT

Poiché dunque A4 ¢
eguale ad _AI" Pangolo

A

AAI" ¢ eguale all’angolo

A4 (5). Dunque BI'A ¢

maggiore di AAI". E poi-

A ché il triangolo AI'B ha
I'angolo BI'Z maggiore

dell’angolo BAI, ed al

maggior angolo sottende

B I' il maggior lato (19), la AB

¢ dunque maggiore della BI". Ma A ¢ eguale a AI; dunque le

BA, AI" son maggiori della BI'. Similmente dimostreremo che
AB, BI" son maggiori di A1, e che BI', I'4 son maggiori di .4B.

Dunque, in ogni triangolo, etc. c. d. d.

triangolo (22). Essa serve inoltre a mostrare che il numero degli
assiomi da cui si possono dedurre le verita della geomettia ¢ pic-

colo.
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21. — Se in un triangolo, dagli estremi di un lato si conginngono due
rette internamente, le due rette congiunte saranno minori dei due restanti

lati del triangolo, e comprenderanno un angolo maggiore.

Infatti, nel triangolo .ABI" dagli estremi B, I" di un lato Bl si
congiungano due rette internamente BA, AT

Dico che le BA, A" sono minoti dei due restanti lati del trian-
golo BA, AI' ma che comprendono un angolo BAI" maggiore
dell’angolo BAI'.

Si prolunghi infattila B4 in E. E poiché in ogni triangolo due

lati son maggiori del

A
K

restante (20), 1 due
lati AB, AE del
triangolo ABE son
maggiori di BEj; si
aggiunga EI, co-

B ~]" mune; dunque BA,

AT son maggiori di

BE, EI'" (C2). Ancora, i due lati I'E, EA del triangolo 1'E son

maggiori di 1'4; st aggiunga 4B, comune; dunque I'E, EB son

maggiori di 1A, AB. Ma BE, EI" si erano dimostrate minori di
BA, AI'; dunque BA, Al sono molto maggiori di BA, Al

Ancora, poiché in ogni triangolo, I'angolo esterno ¢ maggiore

di un interno ed opposto (16), dunque nel triangolo I'AE I'an-

golo esterno BAI" ¢ maggiore di I'EA. E per la stessa ragione
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anche nel triangolo ABE I'angolo I'EB ¢ maggiore di BAI'. Ma
si ¢ dimostrato che BAI" ¢ maggiore di I'EB. Dunque BAI" ¢
molto maggiore di BAI'.

Dunque, se in un triangolo, etc., c. d. d.

22. — Con tre rette, che sono eguali a tre date, costruire un triangolo;
due di esse devono naturalmente esser maggiori della restante, comunque si
prendano [20].*

** Buclide non dimostra che i due circoli si tagliano in K.
Come nella (1), egli ammette come evidente che se un circolo ha un
punto esterno ad un altro circolo, ed un punto interno ad esso, lo taghia.
Non ¢ da escludersi che sotto questa o sotto altra forma, una tale
proprieta del circolo si sia potuta trovare nella primitiva reda-

zione dei postulati o delle definizioni.
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o b

Siano A, B, I'le tre rette date, delle quali due son maggiori
della restante, comunque prese, .4, B maggiori di I'; .4, I'di B; e
B, I" di A. Si deve dunque costruire un triangolo con tre rette
eguali alle A4, B, I'.

Si prenda una retta AE terminata in 1 e infinita verso E e si
ponga AZ eguale ad A, ZH eguale a B, ed HO eguale a . Con
centro Z e con distanza Z. si descriva il circolo AK1; ed ancora
con centro H e con distanza H® si descriva il circolo K10, e si
conducano le KZ, KH.

Dico che con tre rette eguali alle 4, B, I"si ¢ costruito il trian-
golo KZH.

Poiché infatti il punto Z ¢ centro del circolo AKA, la ZA4 ¢
eguale alla ZK. Ma la ZA ¢ eguale ad A; dunque anche la ZK ¢
eguale ad A (C1). Ancora, poiché il punto H ¢ centro del circolo

AK®, la HO ¢ eguale alla HK. Ma la HO ¢ eguale a I'; dunque
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anche la KH ¢ eguale a I'. Ma anche la ZH ¢ eguale a B. Dunque
le tre rette KZ, ZH, HK sono eguali alle tre .4, B, I.

Dunque con le tre rette KZ, ZH, HK, che sono eguali alle tre
rette date A, B, I} si ¢ costruito il triangolo KZH; c. d. f.

23. — Su una retta data ed in un punto dato in essa, costruire un

angolo rettilineo eguale ad un angolo rettilineo dato.

Sia AB la retta data, ed A il punto dato in essa, e sia AI'E
I'angolo rettilineo dato.

A Si deve dunque

sulla retta data AB e

T nel punto dato in

essa A, costruire un

angolo rettilineo
eguale a AI'E.

Si prendano su

ognuna delle due 1’4,

% H B I'E due punti a caso

A, E e si congiunga

la AE. E con tre rette, le quali siano eguali alle tre 1’4, AE, I'E

si costruisca il triangolo AZH, cosicché sia 1’4 eguale ad AZ,
I'E ad AH, e AE a ZH (22).

Poiché le due AI', I'E sono eguali alle due ZA, AH ciascuna

a ciascuna, e la base AE ¢ eguale alla base ZH, 'angolo AI'E: ¢
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eguale a ZAH (8).
Dunque su la retta data 4B e nel punto dato in essa .4, si ¢

costruito 'angolo rettilineo ZAH, eguale all’angolo rettilineo
dato AI'E; c. d. f.

24. — Se due triangoli hanno due lati eguali a due lati ciascuno a
ctascuno, ma hanno un angolo maggiore di un angolo, quelli compresi dalle

rette eguali, avranno anche la base maggiore della base.”

* L’enunciato di questo teorema (e cosi pure quello del teo-
rema successivo), ¢ poco chiaro, quando si traduce alla lettera.
Una traduzione libera potrebbe essere questa:

24. Se due triangoli hanno due lati eguali a due latz, ciascuno a ciascuno,
ma l'angolo compreso dai lati eguali in uno dei due triangoli, ¢ maggiore
dell’angolo corrispondente dell’altro triangolo, anche la base del primo trian-
golo sara maggiore della base dell'altro.

EUCLIDE svolge soltanto un caso, quello in cui Z cade al di
fuori del triangolo AEH. Gli altri due casi (in cui Z cade sulla
HE, ovvero dentro il triangolo AFEH) hanno una dimostrazione
analoga, ma alquanto pia semplice (svolta da Proclo). SIMSON ha
osservato che se si chiama AF il pia corto dei due lati AE, AZ]
allora necessariamente Z cade fuori del triangolo AEH e si ha il
solo caso svolto da Euclide. Occorre pero dimostrarlo. Si puo
far cosi. Sia AH = AE. Si prolunghi infatti se occorre AZ, fino
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Siano i1 due triangoli ABI', AEZ aventi i due lati AB, AI"
eguali ai due lati AE, AZ ciascuno a ciascuno, 4B eguale a AE,
ed Al"a AZ; e angolo in A maggiore dell’angolo in .

Dico che anche la base BI" ¢ maggiore della base EZ.

Poiché infatti I'angolo BAI" ¢ maggiore dell’angolo EAZ,
sulla retta AE e nel punto in essa A, si costruisca 'angolo EAH
eguale all’angolo BAI e si ponga AH eguale a ciascuna delle due
AT, AZ, e si congiungano le EH, ZH.

ad incontrare EH in K.

allora AKH > AEK (16)
AEK > AHK (18)
quindi AKH > AHK quindi AH > AK (19)

e poiche AZ = AH, AK < AZ, quindi Z cade fuori di AEK c.
d.d.
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Poiché dunque AB ¢
eguale a AE ed Al'a AH,
le due BA, AI' sono
eguali alle due EA, AH
ciascuna a ciascuna, e
I'angolo BAI" ¢ eguale

B all’angolo EAH. Dunque
la base BI' ¢ eguale alla
£ Z
T base EH (4). Ed ancora,
poiché AZ ¢ eguale a AH, 'angolo AHZ ¢ eguale all’angolo
AZH (5).

Dunque AZH ¢ maggiore di EHZ (C5). Dunque EZH ¢
molto maggiore di EHZ (C5). E poiché il triangolo EZH ha
I'angolo EZH maggiore dell’angolo EHZ, e al maggior angolo
sottende il maggior lato (19), ¢ dunque il lato EH maggiore di
EZ. Ma EH ¢ eguale a BI'; dunque BI" ¢ maggiore di EZ.

Dunque, se due triangols, etc., c. d. d.

25. — Se due triangoli hanno due lati egnali a due lati, ciascuno a
ctascuno, ed hanno la base maggiore della base, anche un angolo, sara mag-

giore di un angolo, quelli compresi dalle rette egnali.

Siano due triangoli ABI', AEZ, aventi i due lati AB, Al eguali
ai due lati AF, AZ ciascuno a ciascuno, AB eguale a AE ed AI”
eguale a AZ; e la base Bl sia maggiore della base EZ.
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A Dico che anche lan-
golo BAI" ¢ maggiore

T dell’angolo EAZ.
Se infatti non ¢ [mag-
A giore], o ¢ eguale o minore
B ad esso. Ma non & BAI
eguale a EAZ, poiché al-
lora anche la base BI" sa-
E Z rebbe eguale alla base EZ
(4). Ma non ¢. Dunque l'angolo BAI non ¢ eguale a EAZ. E
nemmeno ¢ BAI" minore di EAZ. Poiché allora anche la base
BI" sarebbe minore della base EZ (24). Ma non ¢. Dunque 'an-

golo BAI" non ¢ minore di EAZ. Ma si ¢ mostrato che non ¢

nemmeno eguale. Dunque BAI" ¢ maggiore di EAZ.

Dunque, se due triangoli, etc., c. d. d.

26. — Se due triangoli hanno dne angoli egnali a due angoli, ciascuno
a ciascuno, ed un lato eguale ad un lato, o quello tra gli angoli egnali, o nno
di quelli sottendenti gli angoli eguali, avranno anche eguali i restanti lati ai

restanti lati [ciascuno a ciascunol, ed il restante angolo al restante angolo.*

% Questa proposizione, come pure la (15) sono attribuite a
TALETE, da PROCLO. Secondo la ricostruzione di TANNERY, TA-
LETE il quale secondo PROCLO «avrebbe, per mezzo di questo
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Siano i due triangoli ABI', AEZ aventiidue an- g
goli ABI', BI'A eguali ai due AEZ, EZ ciascuno
a ciascuno, ABI eguale a AEZ, e BI'4a EZA. Ed
abbiano un lato eguale ad un lato, e dapprima 4 D
quello compreso tra gli angoli eguali, BI" eguale a
EZ.
Dico che avranno anche i restanti lati eguali cia-
scuno a ciascuno, AB a AE, e Al a AZ; e il re-
stante angolo BAI" eguale al restante angolo EAZ.
Se infatti .4B non ¢ eguale a AE, uno di essi ¢ maggiore. Sia

maggiore 4B e si ponga BH eguale a AE, e si congiunga la HI".

teorema, trovato il modo di misurare la distanza di una nave in
mare, dalla riva», avrebbe fatto cosi: Fissati sulla spiaggia due
punti A, C il loro punto medio D e le due direzioni AB, CE per-
pendicolari alla AC, quando in A si osservi la nave B che fa I'an-
golo BAC retto, e da D si osserva che BDE sono in linea retta,
la distanza CE che si puo poi misurare sul suolo, ¢ uguale alla
AB, perché per la (15) ADB=CDE, e per la (26) ABD=CED,
quindi AB=CE.

45



Poiché dunque BH ¢ eguale a AE, e BI'a EZ, le due BH, BI"
sono eguali alle due AE, EZ ciascuna a ciascuna; e 'angolo HBI"
e eguale

A all’angolo

A AEZ. Dun-

que la base

E 7 HI" ¢ eguale

alla base A7,
B © I e il triangolo
HBI ¢

eguale al triangolo AEZ, ed i restanti angoli saranno eguali ai

restanti angoli, quelli a cui sottendono lati eguali (4). Dunque
I'angolo HI'B sara eguale all’angolo AZE. Ma AZE si ¢ suppo-
sto eguale a BI'A, dunque BI'H ¢ eguale a BI'4 (C1), il minore
al maggiore, il che ¢ impossibile (C5). Dunque 4B non ¢ dise-
guale a AF; dunque ¢ eguale. Ma Bl ¢ eguale ad EZ. Dunque le
due AB, BI" sono eguali alle due AE, EZ ciascuna a ciascuna; e
I'angolo ABI" ¢ eguale all’angolo AEZ. Dunque la base AI" ¢
eguale alla base AZ, ed il restante angolo BAI" ¢ eguale al re-
stante angolo EAZ (4).

Siano ora invece eguali i lati sottendenti angoli eguali, come
AB a AE. Dico che i restanti lati saranno eguali ai restanti lati
Al'a AZ, e BI" ad EZ, e che anche il restante angolo BAI" ¢
eguale al restante angolo EAZ.

Se infatti BI " non ¢ eguale ad EZ, uno di essi ¢ maggiore. Sia
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maggiore, se ¢ possibile, BI', e si ponga BO eguale ad EZ, e si
congiunga la 46.

E poiché BO ¢ eguale ad EZ, e AB a AE, le due 4B, BO sono
eguali alle due AE, EZ, ciascuna a ciascuna, e comprendono an-
goli eguali. Dunque la base A0 ¢ eguale alla base AZ, ed il trian-
golo AB® ¢ eguale al triangolo AEZ, ed i restanti angoli saranno
eguali ai restanti angoli, quelli a cui sottendono lati eguali. Dun-
que 'angolo BO.A ¢ eguale all’angolo EZA. Ma EZA ¢ eguale a
BI'A. Dunque I'angolo esterno BO.A del triangolo A®I "¢ eguale
all'interno ed opposto BI'A; il che ¢ impossibile (16). Dunque
BI" non ¢ diseguale a EZ; dunque ¢ eguale. Dunque le due AB,
BI"sono eguali alle due AE, EZ, ciascuna a ciascuna, € compren-
dono angoli eguali. Dunque la base AI" ¢ eguale alla base AZ, e
il triangolo ABI" ¢ eguale al triangolo AEZ, ed il restante angolo
BAI" ¢ eguale al restante angolo EAZ.

Dunque, se due triangols, etc., c. d. d.

27. — Se una retta cadendo su due rette fa gli angoli alterni eguali tra

loro, le rette saranno parallele tra loro.”’

7 27. AUGUSTUS DE MORGAN ha ossetvato (Companion to the
almanac for 1849, p. 8) che la (27) ¢ una forma diversa della (10).
Si passa dall’'una all’altra con la regola di logica: @, b ¢ Cls. 2: a D
b.=. e 0D = a(cfr. nota alla [18]).
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Infatti la retta EZ cadendo sulle due rette 4B, I'A4 formi gli
angoli alterni AEZ, EZA eguali tra loro. Dico che 4B ¢ parallela
alA.

T Z A

Se infatti non ¢, prolungate le 4B, I'4 si incontreranno dalla
parte B, A ovvero dalla parte 4, I". Si prolunghino e si incontrino
dalla parte B, 4 in H. I’angolo esterno AEZ del triangolo HEZ

Se con a si intende la classe delle coppie di rette che fanno un
triangolo con una trasversale, e con & la classe delle coppie di
rette che fanno con una trasversale i due angoli alterni (cio¢ in-
terno ed esterno) non eguali tra loro, allora la (16) ha la forma a
o b,ela (27)]la forma: e /D == a. Il ragionamento di Euclide
¢ pure, in fondo lo stesso.

Questa nuova forma data da Euclide alla (16) ha lo scopo di
collegare le proposizioni seguenti (27)—(34) che trattano delle
proprieta delle parallele, con quelle che precedono le quali trat-

tavano delle proprieta dei triangoli.
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¢ eguale all'interno ed opposto EZH, il che ¢ impossibile (16).
Dunque le 4B, I'4 prolungate dalla parte B, £ non si incontre-
ranno. Allo stesso modo si dimostrera che nemmeno si incon-
trano dalla parte A4, I". Ma se due rette non s’incontrano da nes-
suna delle due parti son parallele (T23). Dunque AB ¢ parallela
alA4.

Dunque; se una retta cadendo, etc. c. d. d.

28. Se una retta cadendo su due rette fa I'angolo esterno egnale all'in-
terno ed opposto dalla stessa parte, ovvero i due interni dalla stessa parte

egnali a due retti, le rette saranno parallele tra loro.

Infatti, la retta EZ cadendo sulle due rette AB, I'A faccia ’'an-
golo esterno EHB eguale all'interno ed opposto HOA, ovvero
gli angoli interni dalla stessa parte BHO, HOA eguali a due retti.
Dico che la AB ¢ parallela alla I'A.
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Poiché in-
fattt EHB ¢
eguale a HO,
e poiché EHB ¢
eguale ad AH®
(15), anche
AH® ¢ eguale a
HBeA (C1), e
sono  alterni.

Z Quindi AB &

parallela a I'A (27).

Ancora, poiché BHO, HOA sono eguali a due retti, e poiché
AH®, BH® sono anche eguali a due retti, (13), saranno anche
AH®, BHO eguali a BHO, HOA (C1). Si tolga BHO comune. 11
resto AH® ¢ allora eguale al resto HOA (C3), e sono alterni,
quindi la 4B ¢ parallela alla I'4 (27).

Dunque se #na retta cadendo, etc. c. d. d.

29. — Una retta che cade su due rette parallele fa gli angoli alterni
egnali tra loro, l'angolo esterno egnale all'interno ed opposto, e gli angoli

interni dalla stessa parte eguali a due retti.”

* Come si ¢ gia osservato, questa prop. (29) ¢ la ptima in cui
si adoperi il postulato (P5).
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A chi ben consideri 'opera di Euclide, la formulazione del
(P5) appare semplice ed elegante (cfr. la nota alla [17]). Per Eu-
clide, due rette tagliate da una terza appaiono come una figura
geometrica analoga ad un triangolo (cfr. la nota a [T22], pag. 9).

I geometri di ogni epoca si preoccuparono, di sostituire al
(P5) qualche altro, il quale, assieme alle (1)—(28) permettesse di
dimostrare la (29) e le seguenti.

Ecco alcune delle proposizioni pit notevoli che sono state
proposte per sostituire il (P5).

1. Due linee rette che si incontrano, non possono essere parallele ad
una stessa retta (PROCLO), (E equivalente alla [30] di Euclide).

2. Esiste un triangolo nel guale la somma degli angoli é egnale a due
retti (LEGENDRE, Mém. de ’Acad. des Sc. X1, p. 367: Réflexcions
sur différentes maniéres de demontrer la théorie des paralleles).

3. Esistono due triangoli diseguali, aventi gli angoli egnali. (SAC-
CHERI, nella sua opera Euclides ab omni naevo vindicatus (1733) ov-
vero nella versione italiana, I.’Euclide emendato del P. Gerolano Sac-
cheri, di G. BOCCARDINI, Milano, Hoepli, 1904).

4. E possibile costruire un triangolo la cui area sia maggiore di qual-
sivoglia area data (GAUSS, lettera a W. BOLYAL, 1799).

Una interessante esposizione di questi ed altri metodi si trova
nella versione di Euclide di HEATH, vol. I pagine 202-220. Cft.
anche la nota alla successiva (32), e BONOLA, La Geometria non
Euclidea, Bologna, Zanichelli, 1903.
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Infatti sulle rette parallele 4B, I'A cada la retta EZ. Dico che
essa fa gli angoli alterni AH®, HOA eguali, e 'angolo esterno
EHB eguale all’interno ed opposto HOA, e gli interni dalla stessa
parte BHO, HOA eguali a due retti.

Infatti se AH® non ¢ eguale a HO, uno di essi ¢ maggiore.
Sia maggiore AH®. Si aggiunga BHO® comune. Allora AH®,
BH® son maggiori di BHO, HOA (C2). Ma AH®, BH®O sono
eguali a due retti (13), dunque BHO®, HOA son minori di due
retti. Ma due rette che fanno gli angoli interni minori di due retti,
prolungate all'infinito, si incontrano (P5). Dunque AB, I'4 pro-
lungate all’infinito, si incontreranno; ma non si incontrano per-
ché si son supposte parallele: Non ¢ dunque AH® diseguale a
AH®. E dunque eguale.

E Ma anche

AH® ¢ eguale a

A H B EHB (15). Dun-
que EHB ¢ eguale

a HeA (C1). St

aggiunga  BHO

T © A comune. Dunque
EHB, BH® sono
eguali a BHO,
HeA4 (C 2). Ma
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EHB, BH® sono eguali a due retti (13). Dunque anche BHO,
H®A sono eguali a due retti.

Dunque wna retta che cade su due rette parallele, etc. c. d. d.

30. — Le parallele ad nna stessa retta sono anche parallele tra loro.””

* Euclide non spiega come si possa costruire la HK, la quale
inconttri le altre tre rette.

LLa proposizione sembra alterata, o monca, il che puo anche
sospettarsi dal fatto che essa ¢ priva della solita conclusione.
Forse Euclide deduceva dal (P5) che la HO incontrando la EZ
doveva anche incontrare la parallela I 4? Ovvero preso a caso H
su AB, e K su I'4 osservava che essendo EZ interna alle due
AB, I'4, 1a HK doveva necessariamente tagliarla in ©?

A. DE MORGAN ha osservato (Comzpan. to the almanac for 1849,
p. 8 che la (30) ¢ logicamente equivalente all’altra: Due rette che si

tagliano non possono esser parallele entrambe ad un’altra retta.
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Sia  ognuna

A H/ R delle AB, I'A pa-
rallela alla EZ;

dico che la AB ¢

o Z parallela alla I°A1.
Infatti, le in-

r K A contri la retta
/ HK.

Poiché HK in-
contra le rette parallele AB, EZT’angolo AHK ¢ eguale all’angolo
H®Z (29). E poiché ancora HK incontra le parallele EZ, I'A,
I'angolo HOZ ¢ eguale all’angolo HKA (29). Ma si ¢ dimostrato
che AHK ¢ eguale ad HO; dunque anche AHK ¢ eguale a HKA
(C1), e sono alterni.

Dunque AB ¢ parallela a I'4 (27). c. d. d.

31. Per un punto dato condurre una linea retta parallela ad una retta

data.’

Y PROCLO aveva osservato che Euclide pone il problema (31)
soltanto dopo aver dimostrato la (30), dalla quale ¢ facile conclu-
dere che da un punto ad una retta si puo condurre una sola pa-

rallela.
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Sia A il punto dato, e sia BIla retta data. Si deve dunque per

il punto A condurre una linea retta parallela alla retta BI'.

L Fy 7 Si

prenda sulla
BI' un
punto A a

B T caso, e si
A

congiunga
la AA; e sulla retta A4 e sul punto A di essa si costruisca I'an-
golo AAE eguale all’angolo AAI" (23), e si prolunghi per diritto
alla EA, la retta AZ.

E poiché la retta 44 cadendo sulle due rette BI', EZ fa gli
angoli alterni EAA, AAI" eguali tra loro, dunque la EAZ ¢ pa-
rallela alla BI" (27).

Dunque dal punto dato A, ¢ stata condotta la linea retta EAZ
parallela alla retta data BI'. c. d. f.

32. — In ogni triangolo, prolungato un lato, l'angolo esterno ¢ egnale ai
due interni ed opposts, ed i tre angoli interni al triangolo sono eguali a dne

retti>!

’! Questa proposizione & spesso citata da ARISTOTELE, come
esempio di una verita accettata da tutti (Anal. Post. 1, 24, 85 C 5;
ibid. 85 C 11; Metaph. 1051 a 24). Questo passo della Mezafisica di
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ARISTOTELE, come ¢ stato osservato da HEIBERG, si riferisce alla
dimostrazione qui data da EUCLIDE; quindi non solo la propo-
sizione, ma anche la dimostrazione sono anteriori ad EUCLIDE.

I Pitagorici, secondo quanto riferisce PROCLO (p. 379) dimo-
stravano questo teorema conducendo invece dal vertice .4 una
parallela alla base BI', ed osservando che gli altri due angoli cosi
formati attorno al vertice sono eguali agli altri due angoli del
triangolo perché alterni ed interni etc.

Come TARTAGLIA osserva nel suo commento a questa pro-
posizione, ¢ facile estenderla ai poligoni semplici, o stellati. Cosi
ad es. 7n un pentagono stellato la somma dei cinque angoli A, B, C, D, E
¢ eguale a due angoli reti. Infatti Pangolo AGF, esterno del trian-
golo EGC, ¢ eguale ai due interni ed opposti E, C; e 'angolo
AFG esterno del triangolo DBF ¢ eguale ai due interni ed oppo-
sti B, D, dunque, etc.

Questo pentagono stellato, o pentagramma era il segno di rico-
noscimento dei Pitagorici.

La (32) dipende dalla (29), la quale a sua volta dipende dal
postulato (P5). E stato dimostrato nel secolo XIX che se non si
ammette la (P5), la (32) non ¢ necessariamente vera, potendosi
al termini retta, angolo, piano, triangols,... dare un senso tale che
siano verificate le proposiz. (1)-(28), e non siano invece verificati
né la (P5), né la (32). (BELTRAMI, Giornale di Matematiche, Napoli,
1868).
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Sia il triangolo ABI e si prolunghi un suo lato BIin . Dico
che I'angolo esterno AI'A ¢ eguale ai due interni ed opposti
I'AB, ABI', e che i tre angoli interni del triangolo ABI", BI'A,
I'AB sono eguali a due retti.

Si conduca infatti dal punto I alla 4B, la retta parallela I'E.

E poiché AB ¢ parallela a I'E, e su di esse cade la AL, gli
angoli alterni BAI', AI'E sono eguali tra loro (29). Ancora, poi-
ché AB ¢ parallela a I'E, e su di esse cade la B4, 'angolo esterno
EI'A ¢ eguale all’angolo interno ed opposto ABI" (29). Ma si era

A E gia  dimo-

strato  che

AI'E ¢

eguale a

BAI". Dun-

que  tutto

I'angolo

Al'A ¢

B L A eguale  ai

due interni ed opposti BAIL', ABI" (C2).

Senza far uso della (P5), ma soltanto delle nozioni precedenti,
si giunge appena a dimostrare la (16) e la (17), dalle quali si de-
duce soltanto che la (32) ¢ possibile.
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Si aggiunga 'angolo comune A1 B; allora i due angoli AL’ A,
AI'B sono eguali ai tre ABI', BI'A, I'4AB (C2). Ma A
1due angoli A1 A, AI'B sono eguali a due retti (13).
Dunque anche i tre angoli AAI'B, I'BA, 1°4B sono
eguali a due retti (C1).

Dunque 7 ggni triangolo, etc. c. d. d.

33. — Le rette conginngenti dalla stessa parte rette egnali e parallele

sono anch’esse eguali e parallele.”

Siano le AB, I'4 eguali e parallele, e le congiungano dalla
stessa parte le AI', BA. Dico che anche AI', B4 sono eguali e
parallele.

** Questa proposizione, come Proclo ha osservato, collega la
teoria delle parallele con quella dei parallelogrammi. Essa defini-
sce implicitamente che cosa sia un parallelogrammo. A partire dalla
proposizione successiva, Euclide adopera questa nuova parola

senza altri schiarimenti.
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B A Si con-

ducala BI'.

E poi-
ché la AB
¢ parallela
alla I'A, e
la BI'le in-

A r contra, gli
angoli alterni ABI", BI'4 sono eguali tra loro (29). E poiché .41B
¢ eguale a I'4, e la BI' ¢ comune, le due 4B, Bl sono eguali alle
due BI', I'4; e Pangolo ABI" ¢ eguale all’angolo BI'4; dunque la
base Al ¢ eguale alla base BA, ed il triangolo ABI" ¢ eguale al

triangolo BI'A, ed i restanti angoli sono eguali ciascuno a cia-
scuno, quelli a cui sottendono lati eguali. Dunque 'angolo AI'B
¢ eguale all’angolo I'BA (4). E poiché la retta BI" cadendo sulle
due rette AI", B4 fa gli angoli alterni eguali tra loro, ¢ dunque la
AT parallela alla B4 (27). Ma si ¢ gia dimostrato che le ¢ anche
eguale.

Dunque, /e rette congiungents, etc. c. d. d.

34. — I lati e gli angoli opposti di uno spazio parallelogrammo son
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egnali tra loro, e il diametro lo divide per meta.”

* BEuclide avrebbe potuto abbreviare la seconda parte di que-
sta dimostrazione osservando che la (20) citata in principio gia

permette di concludere I'eguaglianza dei due triangoli ABI

BI'Zl. Si osservi perd che questa conseguenza si trae dalla dimo-
strazione, ma non dal solo enunciato della (26). Percio Euclide
forse ha preferito ricorrere alla (4).

Il matematico arabo AN-NAIRIZI, adoperando le (33) e (34),
ha dato una elegante costruzione della trisezione di una retta
(Anaritii in decem libros priores elementor. Enclidis comm. ex interpreta-
tione Gherardi cremonensis, ed. Curtze, Leipzig, Teubner, 1899, p.
74). Egli conduce da parti opposte della retta data 4B da trise-
care, dagli estremi 4B, due perpendicolari eguali tra loro AC,
BD. Bisecata ognuna di queste nei punti E, F, congiunge ED,
CF. I due punti d’intersezione G, H di queste congiungenti colla
AB, risolvono il problema.

La dimostrazione ¢ facile. Si conduce percio da H la perpen-
dicolare, etc.

Con una costruzione analoga si puo dividere una retta in
quante si vogliano parti eguali.

E pero pit semplice adoperare per la soluzione di questo pro-
blema la teoria delle proporzioni. Cosi fa Euclide nella prop. (9)
del libro sesto. Cfr. la nota alla (10).
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Sia lo spazio parallelogrammo AI'4B, ed il suo diametro BI".
Dico che i lati e gli angoli opposti del parallelogramma A1 4B
sono eguali tra loro, e che il diametro lo divide per meta.

Poiché infatti la 4B ¢ parallela a I'4, e la retta BI" cade su di
esse, gli angoli alterni ABI, BI'A sono eguali tra loro (29). E
ancora, poiché AI" ¢ parallela a B4, e Bl cade su di esse, gli
angoli alterni AI'B, I'BA sono eguali tra loro (29).

Dunque i due triangoli ABI'", BI'A hanno i due angoli ABI,
BI'A eguali ai due BI'Z, I'BA ciascuno a ciascuno, ed un lato

A B eguale ad un lato,

quello tra gli an-
goli eguali, la BI”
comune. Percio
anche 1 restanti

lati saranno eguali

ai restanti lati, cia-
r A .

scuno a ciascuno,

ed il restante angolo, al restante angolo (26). Dunque la 4B ¢

eguale alla I'4, e la AI"a BA, ed ancora 'angolo BAI" eguale a

I'ZB. Ma poiché I'angolo ABI" ¢ eguale a BI'A e I'BA ¢ eguale

a AI'B, ¢ dunque tutto ABA eguale a tutto A4 (C2). Ma gia si

era dimostrato che BAI" ¢ eguale a I'ZB.
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Dungque 1 lati e gli angoli opposti di uno spazio parallelo-
grammo sono eguali tra loro.

Dico poi, che un diametro lo divide per meta. Poiché infatti
AB ¢ eguale a I'4, e BI" ¢ comune, le due AB, BI" sono eguali
alle due 1A, BI" ciascuna a ciascuna, e 'angolo ABI" ¢ eguale
all’angolo BI'A (29). Dunque il triangolo ABI" ¢ eguale al trian-
golo BI' (4).

Dunque il diametro BI" divide per meta il parallelogrammo
ABI'A, c.d. d.

35. — I parallelogrammi sulla stessa base e nelle stesse parallele, sono

eguali tra Joro.>*

** Euclide sviluppa soltanto il caso pit complicato. Ma il
punto E potrebbe cadere su 4 o nella 4.

Le dimostrazioni, in questi due casi, gia svolte da PROCLO, si
ottengono da quella data da Euclide, con alcune lievi semplifica-
zioni.

Si noti che in questa proposizione (35) compare per la prima
volta la parola eguale usata in un nuovo senso.

Volendo evitare ’'ambiguita, gli scrittori moderni hanno pro-
posto, e sembra questa la via preferibile, di introdurre un nuovo
concetto astratto, il concetto di area, dicendo cioe che 1 due pa-

rallelogrammi banno eguale area, o sono eguali in area.
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LEGENDRE invece nella sua Géomsétrie (quatrieme édition, Pa-
ris, 1802, note I p. 274) propone di chiamar eguivalenti 1 due pa-
rallelogrammi. Questa denominazione spesso seguita in trattati
moderni; ha linconveniente di moltiplicare eccessivamente le
proposizioni. Bisogna in tal caso ripetere per enti equivalenti le
nozioni comuni (C1), (C2), (C3). Ed anche cessa in qualche caso
la validita della (C2), poiché a triangoli eguali aggiungendo trian-
goli eguali si possono ottenere parallelogrammi non pid eguali ma
appena equivalents.

Si noti infine che nella dimostrazione della (35) non occorre
I'uso della (C3) quando E cade tra 4 e 4, ma basta la sola (C2).

E stato dimostrato che si pud sempre ricondursi a questo
caso, ed essere sufficiente 'uso della (C2) (la quale afferma che
aggiungendo aree eguali ad aree eguali si hanno aree eguali), pur-
¢hé si introduca un postulato (formulato da ARCHIMEDE, Quadra-
tura della parabola 11 ed. Heiberg vol. 2 p. 265), di cui Euclide non
fa uso, il quale dice in sostanza che date due aree diseguali si puo
trovare un numero 7 tale, che 7 volte la minore superi la mag-
giore.

Si ¢ costruita cosi una teoria dell’eguivalenza, od eguaglianza ad-
dittiva delle aree delle figure piane, per opera di W. BOLYAI, DU-
HAMEL, DE ZOLT,... Essa ¢ adoperata in varii trattati scolastici
italiani moderni.

Si veda per una esposizione completa, l'articolo di U.
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Siano i parallelogrammi ABI'A, EBI'Z su la stessa base e
nelle stesse parallele AZ, BI'.

Dico che ABI'A ¢ uguale al parallelogrammo EBI'A. Poiché
infatti ABI'A ¢ un parallelogrammo, .44 ¢ uguale a BI" (34). E
per la stessa ragione anche EZ ¢ eguale a BI'. Quindi anche A4/
¢ eguale a EZ (C1). Ed ancora la AFE ¢ comune; dunque tutta la
AE ¢ eguale a
tutta la A7 (C2).
Ma ancora, .AB
¢ eguale a AI°
(34); dunque le
due EA, AB
B T sono eguali alle

A A E 7

due ZA, Al ciascuna a ciascuna; e 'angolo ZAI" ¢ eguale all’an-
golo EAB, I'esterno all’interno (29). Dunque la base EB ¢ eguale
alla base I'Z, ed il triangolo E.AB sara anche eguale al triangolo

AMALDI, Sulla teoria dell’equivalenza, nelle Questioni rignardanti la
Geometria Elementare, Bologna, 11 ed. 1910.

Questa teoria ¢ senza dubbio interessante ed elegante. Essa
pero sembra assai piu artificiosa di quella Euclidea, non essen-
dovi ragione per non introdurre nell'insegnamento fin da prin-
cipio anche la nozione comune (C 3).

Euclide I'adopera fin da principio; cfr. le prop. (2), (5)...
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AZI (4).

Si tolga AHE, comune. Dunque il restante trapezio ABH. ¢
eguale al restante trapezio EHIZ (C3). Si aggiunga il triangolo
HBI', comune. Dunque tutto il parallelogrammo 4Bl A ¢ eguale
a tutto il parallelogrammo EBI'Z.

Dunque, 7 parallelogrammi sulla stessa base, etc. c. d. d.

36. — Parallelogrammi su basi eguali e nelle stesse parallele sono eguali

tra loro.

A ix E & Siano i paral-
lelogrammi
ABlI'4, EZH®
su le basi eguali
BI') ZH e nelle
stesse  parallele
AB, BH. Dico
che il parallelogramma ABI'A ¢ eguale a EZH®.
Si conducano infatti BE, I'®. Poiché BI" ¢ eguale a ZH e ZH
¢ eguale ad E®, anche BI" ¢ eguale a E® (C1). Ma esse sono

anche parallele, e le EB, ©Ile congiungono. Ma le congiungenti

B r Z H

dalla stessa parte di rette eguali e parallele sono anch’esse paral-
lele (33). Percio EBI'® ¢ un parallelogramma (34), ed esso an-
cora eguale a ABI'A, poiché hanno la stessa base BI"e sono nelle
stesse parallele (35), BI', A®. Per la stessa ragione EZH® ¢
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eguale allo stesso EBI'®. Percio anche il parallelogrammo
ABI'A ¢ eguale a EZH®O (C1).

Dunque parallelogrammi su basi eguali etc. c. d. d.

37. — Triangoli che sono sulla stessa base e nelle stesse parallele sono

eguali tra loro.”

» Questa proposizione e la precedente mostrano come due
figure piane possono aver la stessa area, senza aver lo stesso pe-
rimetro.

11 credere che il perimetro possa dare un’idea dell’area di una
superficie, sembra esser stato un errore comune tra gli antichi
scrittori ignari di matematica. TUCIDIDE, VI, 1, stima ’area della
Sicilia dal tempo occorrente a navigarle intorno. PLINIO, VI, 208,
per confrontare le diverse parti del mondo dice: «aptissime....
spectabitur ad longitudinem latitudine addita». QUINTILIANO, [7-
stitutiones oratoriae, 1, cap. X, 39-52, dice: «De Geometria.... Falsa
quoque veris similia geometria ratione deprehendit... Nan quis
non ita proponenti credat: Quorum locorum estremae lineae
eandem mensuram colligunt, eorumque spatio quoque, quod his
lineis continetur par sit necesse est? At id falsum est. Nam plu-
rimum refert cuius formae sit ille circuitus; reprehensique a geo-
metris sunt historici, quia magnitudinem insularum satis signifi-
cari navigationis ambitu crediderunty. QUINTILIANO enuncia poi
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Siano i triangoli ABI", ZABI " sulla stessa base BI" e nelle stesse
parallele A4, BI'. Dico che il triangolo ABI "¢ eguale al triangolo
ABI

Si prolunghi A4 da ognuna delle due parti, verso E, Z; da B
si conduca la BE parallela alla I°4, e da I" si conduca la I'Z pa-
rallela alla B4 (31).

Dunque EBI'A, ABI'Z sono entrambi parallelogrammi, e
sono eguali, poiché sono sulla stessa base Bl e nelle stesse pa-
A A 5 rallele

BI',

EZ

(35).

Ed an-

B T cora il

triangolo ABI" ¢ la meta del parallelogramma EBI'A, poiché il

E

diametro 4B divide questo per meta (34). Poi anche il triangolo

correttamente vari teoremi geometrici, ricordando che il circolo
¢ la figura piana di area massima, tra quelle aventi lo stesso peri-
metro, e ricorre, per convincere 1 non geometri, ad un esempio
numerico osservando che un quadrato avente per lato 10 passi
ed i rettangoli aventi per lati 15X5, ovvero 19X1 passi, hanno lo

stesso perimetro, ma I’area assai diversa.
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ABI" ¢ la meta del parallelogramma £ABZI" poiché anche il dia-
metro A1 lo divide in due parti eguali. Dunque il triangolo ABI”
¢ eguale al triangolo ABI".

Dunque #riangoli che sono sulla stessa base etc. c. d. d.

38. — Triangoli che sono su basi eguali e nelle stesse parallele sono

eguali tra loro.

Siano i triangoli ABI, AEZ sulle basi eguali BI', EZ e nelle
stesse parallele BZ, A4. Dico che il triangolo ABI" ¢ eguale al
triangolo AEZ.

Si prolunghi infatti .44 da ognuna delle due parti verso H, ©
e per B si conduca alla I'4 la parallela BH, e per Z alla AE la
parallela ZO (31).

Ognuno dei due HBI'A, AEZ® ¢ dunque un parallelo-
grammo. BEd ¢ HBI'A eguale a AEZ®. Poiché sono su basi eguali
BI', EZ e nelle stesse parallele BZ, HO (36). Ma il triangolo ABI”

H A A ©

¢ meta

del pa-

rallelo-

B I E Z
grammo HBIA; infatti il diametro 4B lo divide per meta (34).

Ed il triangolo ZEA ¢ meta del parallelogrammo AEZ®; infatti
68



il diametro AZ 1o divide per meta (34). Dunque il triangolo ABI"
¢ eguale al triangolo AEZ.

Dunque, 7 #riangoli che sono su basi egnali, etc., c. d. d.

39. — Triangoli eguali che sono sulla stessa base e dalla stessa parte,

sono anche nelle stesse parallele.

A A Siano 1 triangoli
eguali ABI', ABI"
sulla stessa base
BI', e dalla stessa

parte di BI'. Dico

che sono anche

B I nelle stesse paral-
lele.

Si conduca infatti la 4. Dico che A4 ¢ parallela alla Bl

Se infatti non ¢, si conduca per il punto A4 alla retta Bl la
parallela AE (31), e si congiunga la EI". Allora il triangolo ABI”
¢ eguale al triangolo EBI’, poiché ¢ sulla stessa base BI" di esso,
e nelle stesse parallele (37). Ma ABI" ¢ eguale ABI"; dunque an-
che ABI" ¢ eguale a EBI" (C1), il maggiore al minore, il che ¢
impossibile. Dunque AFE non ¢ parallela a BI". Similmente dimo-
streremo che nessun’altra eccetto .4 ¢ parallela. Dunque A4 ¢
parallela a BI'"

Dunque, #riangoli egnali, etc. c. d. d.
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40. — [Triangoli eguali su basi eguali e dalla stessa parte sono anche
36

nelle stesse parallele].
A1. — Se un parallelogrammo ha la stessa base di un triangolo, ed ¢

nelle stesse parallele, il parallelogrammo ¢ doppio del triangolo.

Abbia infatti il parallelogrammo 4Bl A la stessa base BI" del
triangolo EBI" e sia nelle stesse parallele BI', AE. Dico che il
parallelogrammo ABI'A ¢ doppio del triangolo BEI".

* Questa proposizione non si trovava nel testo originario, ed

¢ stata aggiunta da qualche commentatore. Cosi ha provato HEI-
BERG (Hermes, XXXVIII, 1903, p. 50) adoperando un papiro
scoperto al Fayum (Fayam Towns and their papyri, p. 96 n. IX).

E da notarsi che il Tartaglia nella sua bella edizione di Euclide
sente il bisogno di modificare la dimostrazione. La dimostra-
zione si conduce come quella della (39). La (40) non ha nessun

uso nel seguito degli Elementi.
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A A E Si con-

duca infatti
la A 11

triangolo
ABI" ¢ al-

lora eguale

al triangolo

B T EBI  poi-

ché essi
sono sulla stessa base Bl e nelle stesse parallele BI', AE (37). Ma
il parallelogrammo ABI'A ¢ doppio del triangolo ABI’, poiché
il diametro A1 1o divide per meta (34). Dunque anche il paralle-
logrammo ABI"A ¢ doppio del triangolo EBI.

Dunque, se un parallelogrammo, etc. c. d. d.

42. — Costruire in un dato angolo rettilineo un parallelogrammo egnale

ad un dato triangolo.
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Sia
A ABI' il
triangolo
dato, e 4

I'angolo

rettilineo
dato. Si

deve al-

B E r

lora co-
struire nell’angolo 4 un parallelogrammo eguale al triangolo
ABI.

Si divida la BI" per meta in E (10), e si conduca la AE, e sulla
retta 1" nel punto E di essa si costruisca 'angolo ZEI eguale
all’angolo 4 (23), e per A si conduca la AH parallela ad EI" (31),
e per I'la I'H parallela ad EZ. Dunque ZEI'H ¢ un parallelo-
grammo. E poiché BE ¢ eguale ad ET il triangolo ABE ¢ eguale
al triangolo AEI", poiché sono su basi eguali BE, EI" e tra le
stesse parallele BI" AH (38). Dunque il triangolo .ABI" ¢ doppio
del triangolo AEI". Ma anche il parallelogrammo ZEI'H ¢ dop-
pio del triangolo AET, perché ha la stessa base ed ¢ nelle stesse
parallele (41).

Dungque il parallelogrammo ZEI'H ¢ eguale al triangolo ABI”
ed ha I'angolo I'EZ eguale all’angolo dato .

Dunque si ¢ costruito nell’angolo I'EZ, che ¢ eguale all’an-

golo 4, il parallelogrammo ZEI'H, eguale al triangolo dato ABI”
72



c.d f.

43. — In ogni parallelogrammo i complementi dei parallelogrammi in-

torno al diametro sono eguali tra loro.

Sia il parallelogrammo ABI'A e il diametro di esso AL, e in-
torno alla diagonale A" siano i parallelogrammi E®, HZ. E
siano BK, KA quelli che si chiamano complementi. Dico che il com-
plemento BK ¢ eguale al complemento KA.

Poiché infatti ABI'A ¢ un parallelogrammo, ed .4l un dia-
metro di esso, il triangolo ABI" ¢ eguale al triangolo 414 (34).
Ed ancora, poiché E® ¢ un parallelogrammo, e un diametro di
esso ¢ AK, il triangolo AEK ¢ eguale al triangolo AOK. E per la
stessa ragione anche il triangolo KZI" ¢ eguale al triangolo KHI"
(34). Poiché dunque il triangolo AEK ¢ eguale al triangolo AOK,
e KZI"a KHI', il triangolo AEK col triangolo KHI', ¢ eguale al
triangolo AOK col triangolo KZI" (C2).

9.9 © A

Ma tutto il

triangolo

K / ABI" ¢ eguale
Z a tutto AAI

Dunque il re-

sto, il comple-

mento BK) é

B H r eguale al resto,
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il complemento KA (C3).

Dunque, 77 ggni parallelogrammo, etc. c. d. d.

44, — Ad una retta data, in un angolo rettilineo dato, applicare un

parallelogranmo egnale ad un triangolo dato.

Sia AB la retta data, I'"il triangolo dato e £ I'angolo rettilineo
dato. Si deve allora alla retta data 4B, in un angolo eguale a A,
applicare un parallelogrammo eguale al triangolo I

Si costruisca il parallelogrammo BEZH eguale al triangolo I,
nell’angolo EBH, il quale sia eguale all’angolo 4 (42); e si ponga
in modo che la BE sia per diritto alla AB; e si prolunghi la ZH
in O, e per A si conduca la 46 parallela ad ognuna delle due BH,
EZ (31), e si conduca la ©B. Poiché la ©Z cade sulle due parallele
AO, EZ, ¢li angoli AOZ , OZE sono eguali a due retti (29); per-
cio gli angoli BOH, HZE son minori di due retti. Ma due rette
[le quali incontrate da una terza] fanno gli angoli [interni e dalla
stessa parte] minori di due retti, prolungate all’infinito si incon-

trano (P5). Dunque le ©B, ZE prolungate si incontreranno.
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A2
/]
o

© A A

Si prolunghino, e si
incontrino in K, e per K
si conduca la KA paral-
lela ad entrambe le E.A,
Z0 e si prolunghino le
©.A, HB fino ai punti,
A, M.

Dunque O.1KZ ¢
un  parallelogrammo,
®K un suo diametro, e
intorno a ®K i paralle-
logrammi AH, ME, e

quelli che si chiamano

complementi, AB, BZ. Dunque 1B ¢ eguale a BZ (48).

Ma BZ ¢ eguale al triangolo I dunque anche /1B ¢ eguale a I”
(C1). E poiché I'angolo HBE ¢ eguale a ABM (15), e HBE ¢
eguale a 4, dunque anche ABM ¢ eguale all’angolo .

Dunque alla retta data 4B, nell’angolo ABM che ¢ eguale a

A, ¢ stato applicato il parallelogrammo 4B, eguale al triangolo

I'c.d f.
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45. — Costruire un parallelogrammo eguale ad nna data figura rettili-

nea, in un angolo rettilineo dato.”’

Sia ABI'A la figura rettilinea data, e sia E I’angolo rettilineo
dato. Si deve allora costruire un parallelogrammo, nel dato an-

golo E eguale alla figura rettilinea ABI"A.

*" Le proposizioni (42), (44), (45) risolvono tre problemi (cia-
scuno dei quali ¢ pit generale del precedente), relativi alla zrasfor-
mazione delle figure piane. La (45) insegna a trasformare una qua-
lunque figura rettilinea (poligono), in un parallelogrammo,
avente un angolo dato ed una base data. Si possono quindi cosi
trovare la somma o la differenza di due figure piane.

Soltanto nella (14) del libro II, Euclide insegnera a trasfor-
mare un rettangolo, ovvero una qualunque figura piana in un

quadrato.
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A Si conducala 4B, e si co-
struisca un parallelo-

grammo Z® nell’angolo

I
OKZ che sia eguale all’an-
A golo E (42).
E E alla retta HO si appli-

chi il parallelogrammo HM

B
Zz H A
nell’angolo HOM che sia
eguale all’angolo E (44).”
E poiché langolo E ¢
eguale ad ognuno dei due
K o M

OKZ, HOM, anche OKZ ¢
eguale a HOM. Si aggiunge KOH, comune. Dunque ZKO, KOH

% Cosi il testo nella traduzione del Vacca. Per una pit com-
pleta traduzione del testo greco si dovrebbe leggere "Si conduca
la 4B, e si costruisca un parallelogrammo Z® eguale al triangolo
ABA nell’angolo ©®KZ che sia eguale all’angolo E (42). E alla
retta H® si applichi il parallelogrammo HM eguale al triangolo
ABI" nell’angolo HOM che sia eguale all’angolo E [Nota per I'e-
dizione digitale Manuzio.
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sono eguali a KOH, HOM (C2). Ma ZK®, KOH sono eguali a
due retti (29), dunque anche KOH, HOM sono eguali a due retti
(C1). Dunque ad una retta H® ed al punto © di essa, le due rette

K®, ©®M, non poste dalla stessa parte, fanno gli angoli adiacenti

eguali a due retti; dunque KO ¢ per diritto alla @M (14). E poiché

la retta ®H cade sulle due parallele KM, ZH, gli angoli alterni
M®OH, ®HZ sono eguali tra loro (29). St aggiunga ©®H.1 comune,
Allora MOH, ©®H.1 sono eguali a ®HZ, ©FH.1. Ma MOH, ©H1
sono eguali a due retti (29). Dunque anche ®HZ, ©®H.1 sono
eguali a due retti. Dunque la ZH ¢ per diritto alla HA1 (14). E

I
A E
£ B

poiché ZK ¢ eguale e parallela a ®H
(34), ed anche ®H ad M1, anche la KZ
¢ eguale e parallela alla M1. E le con-
giungono le rette KM, Z1. Dunque
anche le KM, Z1 sono eguali e paral-
lele (30). Dunque KZAM ¢ un paralle-
logrammo. E poiché il triangolo 4B
¢ eguale al parallelogrammo ZO, e
ABI" ¢ eguale a HM, dunque tutta la
figura rettilinea ABI'A ¢ eguale al pa-
rallelogrammo KZ/1M.

Dunque nell’angolo ZKM , che ¢ eguale all’angolo dato E, si

¢ costruito il parallelogrammo KZ-1M eguale alla data figura ret-
tilinea . ABI'A; c. d. f.
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46. — Su una retta data descrivere un qﬂadmz‘o.?’ ?

Sia AB la retta data; si deve allora sulla retta .4B descrivere un
quadrato.

Si conduca alla retta AB, dal punto 4 su di essa la A" ad
angolo retto (11),e si ponga .44 eguale alla .AB. E per il punto
A si conduca la AE parallela alla 4B, e dal punto B la BE paral-
lela alla A4 (31).

Dunque AAEB ¢ un parallelogramma, quindi la 4B ¢ eguale
alla AE, e la A4 alla BE (34); ma 4B ¢ eguale alla .44; dunque
le quattro BA, A4, AE, EB sono eguali tra loro (C1); dunque il
parallelogramma AAEB ¢ equilatero.

Dico che ¢ anche rettangolo. Poiché infatti la retta .4 cade
sulle parallele AB, AE, i due angoli BAA, AAE sono eguali a
due retti (29). Ma BAA ¢ retto, dunque lo ¢ anche AAFE. Ma in
uno spazio parallelogrammo i lati e gli angoli opposti sono eguali
tra loro (34). Dunque son retti ognuno degli angoli opposti
ABE, BEA.

* Nella (1) Euclide aveva insegnato a costruire un triangolo
equilatero.

Nelle (11), (15), (16), del libro quarto insegnera a costruire un
pentagono regolare, un esagono regolare, ed un pentadecagono

regolare.
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Dunque AAEB ¢ rettangolo. E gia si ¢ dimostrato che ¢ equi-

latero. Dunque ¢ un quadrato (T22), ed ¢ descritto sulla retta 4B.

47. — Nei triangoli rettangoli, il quadrato del lato che sottende I'angolo

retto, é eguale ai quadrati dei lati che comprendono 'angolo retto.*

“ PROCLO osserva che la tradizione attribuisce questo teo-
rema a PITAGORA, il quale avrebbe sacrificato un bue agli Dei
per questa scoperta.

PLUTARCO (Non posse suaviter vivi secundum Epicurum c. 11),
DI10GENE LAERZIO (VIII, 12) ed ATENEO (X, 13) son concordi
nell’attribuire a Pitagora questa proposizione.

Essa ¢ pero forse, assai pit antica almeno in un caso semplice,
quello in cui i cateti del triangolo rettangolo sono 3, 4 e quindi
I'ipotenusa 5.

In un frammento di papiro della XII dinastia egiziana, sco-
perto a Kahun, M. CANTOR (Archiv. d. Math. u. Phys., VIIL. 1905,
p- 66) ha trovato I’eguaglianza 3°*+2°=5 scritta in vari modi.

Forse anche gli antichi Babilonesi conoscevano questo risul-
tato, sebbene esso non sia ancora stato ritrovato esplicitamente
nei documenti pervenuti fino a noi. (Cfr. M. CANTOR, Gesch. d.
Math., 111, ed., 1907, p. 49, 50).

Infine anche l'antico astronomo ed astrologo cinese il Duca
CHOU (pronuncia Cidr), zio del re WU (1100 av. Cr.), si servi della
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Sia il triangolo rettangolo ABI" avente

I'angolo retto BAI". Dico che il quadrato di l /

BI" ¢ eguale ai quadrati di BA, AT

Si costruisca infatti su BI' il quadrato AN

BAET, e su BA, AT, i quadrati HB, OI (46),

eguaglianza 3%+22=5% che dimostro per mezzo di questa sem-
plice figura (osservando cio¢ che il quadrato dell’ipotenusa si ot-
tiene togliendo dal quadrato circoscritto 49, i quattro triangoli
rettangoli esterni, ovvero due rettangoli 3X4, ossia 49-24=25),
e si servi di questo risultato per costruire un angolo retto.

E cosf si fa oggi ancor talvolta in agrimensura, o in topografia
quando non si possieda uno strumento piu preciso. Si costruisce
con un filo teso e ripiegato, un triangolo di lati, 3, 4, 5, e si ha
cosi un angolo retto (48).

Di questo teorema che si chiama ordinariamente di Pitagora
son state date interessanti ed assai varie dimostrazioni.

Son notevoli tra le altre, una di PApPO (IV, p. 177), una
dell’arabo THABIT IBN QURRA (826-901 d. Cr.), una trovata nei
mss. di LEONARDO DA VINCI (1452-1519). Cfr. HEATH, vol. 1 p.
364-368.
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e per A si conduca la .41 parallela ad ognuna delle due B4, I'E
(31); e si congiungano le A4, ZI".

E poiché ognuno dei due angoli BAI', BAH ¢ retto, dunque

con una retta BA,

Q e nel punto A di

essa, le due rette

. Al', AH, non po-

) ste dalla stessa

A parte, fanno gli

angoli  adiacenti

eguali a due retti

B r (14). Dunque I'A4

¢ per diritto alla

AH. E per la

stessa ragione B.A

¢ per diritto alla
AB.
E poiché T'an-

AA E

golo ABI" ¢ eguale all’angolo ZB.A, perché ognuno di essi ¢ retto,
si aggiunga ABI, comune. Allora tutto 4BA ¢ eguale a tutto
ZBI" (C2).

E poiché AB ¢ eguale a BI' e ZB a BA (T22) dunque le due
AB, BA sono eguali alle due ZB, BI', ciascuna a ciascuna e I'an-
golo ABA ¢ eguale all’angolo ZBI'". Allora la base A4 ¢ eguale
alla base ZI', ed il triangolo .4BA ¢ eguale al triangolo ZBI" (4).
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E il parallelogrammo B.1 ¢ doppio del triangolo 4B, poiché
hanno la stessa base B e sono nelle stesse parallele BA, .41
(41). Ed ancora, il quadrato HB ¢ doppio del triangolo ZBI', poi-
ché hanno la stessa base ZB e sono nelle stesse parallele ZB, HI"
(41). Dunque il parallelogrammo B-1 ¢ eguale al quadrato HB.

Similmente, congiunte le AFE, BK, si dimostrera che anche il
parallelogrammo 11 ¢ eguale al quadrato OI".

Dunque tutto il quadrato BAEI" ¢ eguale ai due quadrati HB,
OI" (C2). Ed il quadrato BAEI" ¢ costruito su Bl ed 1 quadrati
HB, ©I" sule BA, AI'. Dunque il quadrato del lato BI" ¢ eguale
ai quadrati dei lati BA, ATl

Dunque, #ei triangoli rettangoli, etc. c. d. d.

48. — Se in un triangolo il quadrato di un lato ¢ egnale ai quadrati
dei due restanti lati del triangolo, I'angolo compreso dai due restanti lati del

triangolo ¢ retto."!

“' In questa dimostrazione EUCLIDE ammette che: se due gua-
drati sono eguali, sono eguali anche le loro basi. Gia PROCLO aveva sen-
tito il bisogno di dimostrare questa proposizione, e la sua in-
versa, e pit recentemente DE MORGAN (Companion to the Almanac
Jfor 1849, p. 8) aveva pure proposto di introdutle dopo la (46).

Ma la verita della inversa, cio¢: sono eguali i guadrati costruiti su
basi egnali si deduce colla semplice applicazione di un principio
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Infatti nel triangolo ABI sia il quadrato del lato BI" eguale ai
quadrati dei lati BA, AI'". Dico che 'angolo BAI" ¢ retto.

Si conduca infatti dal punto A la retta .44 ad angolo retto
alla AI" (11) e si ponga la A4 eguale alla BA, e si congiunga la
Al

Poiché la A4 ¢ eguale alla AB, il quadrato della 4.4 ¢ eguale

I al quadrato della AB. Si aggiunga il
quadrato della AI" comune. 1 qua-
drati di 4.4, AI" sono dunque eguali
ai quadrati di BA, AI" (C2). Ma il
quadrato di AI" ¢ eguale ai quadrati
di 4A, Al infatti 'angolo AAI" ¢
retto (47); ed il quadrato di BI" ¢
A A B cguale ai quadrati di BA, Al cio in-

fatti si ¢ supposto. Dunque anche il quadrato di AI" ¢ eguale al

logico il quale dice che: se su# due enti eguali si eseguisce la stessa opera-
zione, i risultati sono egnali (cfr. PEANO, Aritmetica etc. p. 49).

La proposizione diretta si dimostra subito osservando che se
due rette sono diseguali, i quadrati costruiti su di esse sono dise-
guali, e quindi con una semplice regola di logica (enunciata nella
nota alla (18), p. 50) si deduce la proposizione. Queste osserva-
zioni possono spiegare perché Euclide non abbia creduto op-

portuno enunciare esplicitamente le due proposizioni.
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quadrato di BI" (C 1), percio anche la AI" ¢ eguale alla BI". Ma
poiché anche la 2.4 ¢ eguale alla 4B, e la_AI" ¢ comune, le due
AA, AI' sono eguali alle due BA, Al e la base 41" ¢ eguale alla
base BI'; dunque 'angolo AAI" ¢ eguale all’angolo BAI" (8). Ma
AAI ¢ retto, dunque anche BAI ¢ retto.

Se dunque, 7 un triangolo, etc. c. d. d.
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£det Setéat.
9.
Ty dodeioay ywviay s030yQuppov Siye tepeiv.

"Eotw 1 809eloa yovia e030yaupog 11 Ond BAT. 86l 81
0TIV Siyo Tepeiv.

EiMedw éni tfic AB tuy0v onpelov 10 A, xai dynonodw dnod
Mg AT tfj AA Ton M AE, xad éneledydw 1 AE, xod cuveotdtw €nl
¢ AE 10iywvov iodmievgov 10 AEZ, nod €neledydw 1 AZ- Aéyw
Ot M Um0 BAT yovia Siyo tétpnron 010 g AZ e0eiog.

‘Enel yao Ton €otiv | AA ] AE, xown 6& 1 AZ, dbo &1 ol
AA, AZ dvol g EA, AZ Toou elolv Exatégo Exatéea. nai Baotg
N AZ Béoet 1] EZ Ton €otiv: yovia Go 1) 010 AAZ yovig 1} 010
EAZ {on €oriv.

H dipo 809¢Toa ywvio e09OyQoppog 1 Vd BAT Siyo tétpnton

V70 1M AZ 09elag OneQ £8et noou.

Ty dodeioay e0eluv teneQuopdvry Siyo tepelv.
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"Eotw N 609ciloa c03eio menepoopévn 1) AB- 8¢l &1 v AB
eV9eloy memeQoopévny Siyo tepelv.

Yoveotdtw &n’ alTig telywvov isdmievgov 10 ABIY, xad
tetunodo 1 010 ATB yovia iy ) TA e03eiq. Aéyw 6 1 AB
e09eloe Siyo tétunton natd 10 A onpelov.

"Enel yo Ton €otiv 1] AT 1) I'B, o) 8€ 1) T'A, 8vo &1 ai AT,
I'A 800 1o BI', T'A oo elolv Exatépo Exatéoar nod yovia 1) V10
ATA ywvig 1) 010 BI'A Tom €otiv: Baog 8oa 1 AA Baoet 1] BA
{om €otiv.

‘H &pa 809eToa e09ela neneQaopévn 1 AB Siyo tétpmton notdt

10 A* OmeQ £det noitoo.

T1j 809sion e03eiq and 100 nEOG x¥i| Sodévtog onpeiov

100G 0090g ywving s0Ieioy yQuppy dyoysiv.

"Eotw 1 pév 8o9eion e09ela 1) AB 10 8¢ 809€v onpeiov én
a0Tig 10 I 8¢l 81 nd tod I onpeiov Tf] AB e09eiq 100¢ 0090¢
ywviog eDIeloy yoaupumny Gyoryeiv.

EiMedw €ni thic AT tuy0v onpelov 10 A, xad xeio9w 1] TA
ion 1 TE, »od ovveotdtw €ni tfic AE t0lywvov lodmhevgov 10
ZAE, nod €nelevydo 1 ZI. Aéyw Ou 1] dodeion evVeiq tfj AB

ano o0 1e0g a¥tl] dodévtog onpetov 100 T 1EOg 0EVAG ywviag
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e09¢eio yoopun Mueron 1y ZT.

"Enel yo 1om €otiv | AL tfj T'E, xown) 8& 1 I'Z, 8bo 61 ol AT,
I'Z 8voi tadc EI, I'Z oo elolv Exatépo Exatéoa xad Bdog | AZ
Baoer 1] ZE Ton €otiv: yovia oo 1 V10 AI'Z ywvig tf) 010 EI'Z
{om €otly, nal elow Epelic. Otav 8 eVelo €n” eVIelay otadelon
10 &pefi|c ywviag Toag GANAaug ntotf], 0Y| Exatéoa tdv {owy
yovi®y oty 009 G oty Exatéa @Y V10 AI'Z, ZI'E.

T 6o dodeion e¥eiq 1] AB dnd tod 10Og adtij dodévtog
onueton 00 T 10g 0034 yoviag e0eln yoapun Myt 1) TZ-

OneQ €det motfjou.
B

‘Eni 1)y 809sioay c0delav dneipov and 100 S09évrog
onpeiov, 0 pn oty €n’ avtiig, xddetov sVIeloy yQUpUNY

Gyoryeiv.

"Eotw M pév 8odeion e0delo dnergog 1| AB, 10 8¢ Sodev
onpelov, 0 un €orv €n’ alllg, 10 I'. 8¢l 61 €nil v Sodeloay
eVdelay dnergov v AB and 10 Soévtog onpelon 10D T, O pn
€oty &n’ VTG, #ddetov e¥Jelay yQouuty Gyayeiv.

EiMedw yop €l ta &repa péen the AB e0Seiag tuyoOv
onpetov 10 A, xad #évtew pév 1@ I Srxotpatt 8€ 1@ I'A wdnhog
veyoapdw 0 EZH, xai tetpnodw | EH e09ela diyo ot 10 O,
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nod €neledydwoay ol TH, T'O, TE e09elar Aéyo Ou €ni v
SoVeioay e03eioy dnerpov v AB @nd t0d dodévtog onpeion 10D
T, 0 uh oty &n” adtiig, ¥&9etog Tton 1y T'O.

‘Enel yoQ 1om €otiv 1 HO tfj OF, xown 8¢ 1} O, 8o &1 ol
H®, OT 8o 1aic EO, O oo eloly Exatépo Exatéoq: xal Bdotg
N I'H Baoet 1) T'E €otiv Ton yovie G 1) V0 TOH yovig 1) V1o
E®T" €otilv Ton, »al elow &yefiic. Otav 8€ e0delo €n eOIeiov
otadelon t0g €peéiic yoviag Toag dAMAAug o], 09N Exatépa
10V {owv yovi®dy €otwy, xad 1 €peotruia e0dela xddetog nadelton
&p” Mjv Epéotnrev.

Enl mv 809sloav 8o c03eiov Gretpov v AB dnd tod
8092vtog anpeiov 00 T, & wi 8oty &n” avdriig, u&detog Mutan 1

I'®- One &€det notfoou.

14
y'.
‘Edv c0eia én” c0deiav oradeion ywving mori], fjtot 6v0

0030 1} Svaiv 003ais Toug momoet.

Evdeila ya0 tc 1 AB én’ e03elav v T'A oradeion ywvieg
noteltw t0g V0 I'BA, ABA. Aéyw, 81t ol Vnd TBA, ABA ywvio
frot 8o 0Vl elow 7 Sucly 009l Toou.

Ei ugv obv {on &otiv 1 U0 TBA fj 00 ABA, 800 609 siov.
el 8¢ ob, MyOw and 10d B onpeiov 1] I'A np0og 6pddc 1 BE: ad

101



doo V10 I'BE, EBA 800 009 elowv xal €rnel 1} Ond I'BE Svotl
1ag V10 I'BA, ABE o7 €01y, nown| npooreicdw 1 O10 EBA- ad
doo Vo I'BE, EBA 100l taic U0 T'BA, ABE, EBA o ciotv.
nahy, €nel 1 V10 ABA Suoi 1adc V10 ABE, EBA 1o €01y, now)
neooxeioVw 1 V0 ABI™ ai doa 00 ABA, ABT 10i61 10 V70
ABE, EBA, ABT Toou elotv. £€8ely9noov 8¢ xoi ol V10 TBE, EBA
1010l todg atads Too 0 88 1@ a0t oo xal dAANhoLg €otiv Toa
nod ol V10 TBE, EBA Goa toic 010 ABA, ABI oo eiotv: dAAd
ol V0 T'BE, EBA 800 009l elowv: xal ol 010 ABA, ABI" dox
Suoiy 009ic Toor sioiv.

‘Edv doa e03eio €n” e09elav otadelon yoviag mo), rot dvo

0030c 1 duoly 003aic Toag nooer dnep Eder deiéou.
5.

'Edv n@odg tvt e09eiq i 1@ mEOg «vtlj onpei® Sdo
e0delan p) €l T0 0Th P usipevar TG £pekiis ywving Sualv

009aic loag mTo@oty, £n” eVIsiag Eoovrar MMM ol e0eTa.

[1o0¢ y&o vt e09eldt tf) AB xad 1@ 100 aOti) ompeie 1@ B
800 e0delon ol BIY, BA un €nl 1 odTd pé@n neipevon 0 Epeéiic
ywviag t0g V10 ABI, ABA 800 003uic Toag noteitwooy. Aéyw Ot
én’ eVdelag €oti 1) I'B 1 BA.

Eil yoo pn €on 1] BI' én’ eV9siog 1| BA, &otw tfj I'B én’
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e0Jeiag 1 BE.

"Enei o0v e09eia 1) AB én” e09¢elav iy I'BE £péotnuey, ai G
10 ABI', ABE ywviow 800 009ads {oor elotv: elol 8¢ xod al vnd
ABT, ABA 8bo 009«ic Toows ai dox ¥nd I'BA, ABE taic VUm0
I'BA, ABA Toou elotv. nown| dgnoenode 1 0o I'BA- ko) Goo 1)
010 ABE lowrfi 1] 910 ABA €otiv {om, N éhdoowy tf} peilovr:
OneQ €otlv AdLvatov: oOx G €n’ eVJelag €otiv | BE 1] T'B.
Opolwe 81| Setéopey, Ot 0VSE GAAY tig TN Thic BA- €n” eV9elog
doo €otiv 1 I'B 1f] BA.

‘Edv doo meodg vt e09eiqt ol @ 10¢ o] onpel® Sbo
e09elon p1) Enl 0T peEn xetpevan T0G Epeils ywviag Sucly 009ais
{oag Toudoty, €n” e0Jelog Eoovian AAANAoug ol eOdeion Orep Ede

det?a.
e,

‘Edv 800 s03slonr tépvwoty GAMARG, TOS %oTO %0QLPTY

yoviag loog GAAMAxg Totovoty.

Abo yap e09eion ol AB, TA tepvétwooy A ag xotd 10 E
onpelov. Aéyw 81t Tom €otiv 1 pév V10 AET ywvia tf) V10 AEB, 1y
8¢ Um0 TEB 1] 010 AEA.

‘Enel y0Q e09eila 1] AE €rn” e09eiov v I'A €péotnre yoviag
notoVoo 10g V10 TEA, AEA, ol 8o V10 TEA, AEA ywvion Suoiv
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0094ic Too ciotyv. mahy, €nel e09eia | AE €n’ e09ciav v AB
gpeotnue yoviag totoboo 1o V10 AEA, AEB, od oo V10 AEA,
AEB ywviow duolv 009aic Toon elotv. €delyInoav 8¢ xal al Hnd
I'EA, AEA Suciv 003aic oo ad o b0 TEA, AEA tadg v10
AEA, AEB {oa glotv. xow| dgnonode 1 dno AEA: o Goo 1)
010 T'EA Aot tf) V20 BEA {om €otiv: Opolwg 81 detyOnoetat,
Ot ol ol V0 I'EB, AEA {oat iotv.

‘Edv Gooa 800 eIl tépvewoty GAAhag, TOG #otdl x0- QuYTY

yoviag Toag GAANhoug totodoty: Ome E8et detéo.

.
ITavtdg TydvoL pilig TV Thev@®v mRooexPAndeions 1)
€706 ywvio Exatéoug TV £viog xal Anevavtiov Yovi@v peilnv

£oTiv.

"Eotw 10iywvov 10 ABT, nod npooexfefinodw adtod uio
mAeu@a M BI" €nl 10 A. A&yw, Ot 1) €x10¢ yovia 1) V10 ATA peilwv
€otly ExatéQug T@v €vtOg nal Amevavtiov 1@y Vnd TBA, BAT
YOVLOV.

Tetpnodw N A" Siyo notd 10 E, nod €mlevydeion 1 BE
Exfepinodw €n’ e0elag €ni 10 Z, nal nelodw 1) BE lon 1 EZ, nod
gneledydw 1N ZI, xod Suydw 1 AT €ni 10 H.

"Enel olv {on £otiv ) uév AE 1§ ET, 1} 8¢ BE tfj EZ, 8bo 87
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ol AE, EB Suol taic T'E, EZ {oou elolv €xatéoo xatéoq: xodl
yowvio 1 V10 AEB yovig tff 010 ZEI {o7 €otiv: xatd xoQueny
¥&.0- Baorg oo | AB Béoet tfj ZI {om €oiv, xod 10 ABE tpiywvoy
1@ ZED towyove €otilv Toov, xod al howmad yovien tads Aowmads
yoviag Toow elolv €xatéQo €xatéq, Vy Oc ol {ooa mhevod
Vrotelvovowy: 1o doa €otilv 1 V10 BAE 1) On0 EI'Z. peilwv 8¢
€oty 11 V10 EIA 1fjc 010 ET'Z: peilwv do 1) V10 ATA g V7o
BAE. "Opolwg 81 tHig BI" tetunpuévng diya devydnoeton ol 1) O10
BI'H, tovtéony 1] Vnd ATA, peilwv xad thig Ond ABT.

ITovtdg Go TOrymvoL wdc tdv TAevE®y nEooexBAndeiong N
Ext0g yovia ExatéQug tdv &vtog xod Anevavtiov yowdv peilwv

€otiv: OmeQ Edet deléa.

T4

ITavtovg TOyVOL il 600 ywvint Vo 00DV ELdcoovég eiaot

vl petadapfavopsvar.

"Eotw toiywvov 10 ABI™ Aéyw 6t 10D ABI torymvou ai dbo
ywviot 300 003MY Erdtroveg elot mavtn petohopBovopuevat.

"ExBefinodw yap 1 BI' €ni 10 A.

Kol €nel toryovov 100 ABIT éxtdg ot yovio 1 V10 ATA,
pellov goti thic €vidg xal Gmevavtiov thic V0 ABI™ xown
neooxeiodw 1 Vd AI'B: ai doa Vo AT'A, AT'B t@®v On0 ABT,
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BI'A peilovég elow. 0L al 0 AT'A, AT'B 8bo 009uic loa elotv:
al oo Vo ABILY, BI'A 8b0 009®v €hdooovég elowy. Opoiwg 1
Setfopey, Ot nad o V10 BAT', AI'B 800 003®v Eldooovég elot nad
£ al V0 TAB, ABI.

[Tovtove Gea teyevou al 8vo ywvier dbo 0pIMV Eldooovég

elot mavth] petohopBoavopevar: One Edet deléa.
4
w .

ITavtOg tOry®mvoL 1 peifmv mieved v peifove ywvioy

VToTeivel.

"Eotw yaQ toiywvov 10 ABL peilova Eyov v A" mhevoty
Mg AB. Aéyw Ot %od ywvia 1 010 ABI petlwv €oti 1 Ond BI'A.

‘Enel yao peiwv €otiv | AT 1 AB, nelodw 1] AB 1on 1| AA,
noid Eneledydw 1) BA.

Kai €nel torywvon 100 BI'A €xtdg €ott ywvia 1) U0 AAB,
peilov €otl g €vtog xod dnevavtiov g V0 AI'B: Ton) 6& 1 VnO
AAB 11j 920 ABA, énel nad mhevd 1] AB tf) AA €otiv Ton peilwv
dloa i 1 V10 ABA tfig V70 AT'B: modA® 80a 1 V0 ABI peilwv
€otl 1f)c Uno AT'B.

[Tavtog oo torymvon M petlov mhevEd Ty peilova ywviay

Vrotetver One Eder Seiéau.
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ITavtOg TOyévoL Vitd TV peilove yoviay 1] peifwv mievea

VToTelvel.

"Eotw toiywvov 10 ABI petlova €xov v bnd ABI ywviay tfig
010 BI'A. Aéyw 01 nad mhevea N AT mhevdc thig AB peilwv
goriv.

Ei 00 un, firot Ton €otiv 1) AT tf] AB § éhdocwv: Ton udv odv
oOx Eotwv N AT tfj AB- Ton yai@ &v Mv xad yovie 1§ Ond ABI tf
10 AI'B* oOx Eott 8¢ oOx doa 1o €otiv 1 AL 1] AB. 008€ pnv
ghdoowv &otiv 1) AT thic AB* é\daowy ydip av Ry xad yovia 1) Do
ABT 1fic 070 AT'B: oOx o1t 6¢* 00x Qo EMdoowy €otiv 1) AT 1i|g
AB. €8eiyn 8¢, 61t 0VSE Ton Eotiv. pellwyv oo gotiv 1 AT thig
AB.

[TavtOg Gioa Toryvou Vo T petlova ywviow 1 peilwv ThevEa

Vrotetver One Eder Seiéau.

ITavtog TOy®voL ol 800 AsvEul Tiig hotrtiig peiloveg siot

VT petoadapfavopsvat.

"Eotw yaQ toiywvov 10 ABI™ Aéyw Ot 1o ABT t0rymvou ai

8bo mhevad thg Aotfig petloveg elot mavtn petahopBovouevau, ol
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név BA, AT ¢ BT, ai 8¢ AB, BI" tfjc AT, ai 8¢ BI', I'A fjc AB.

Aupydw yoip 1 BA £€ni 10 A onpelov, xal xeloBw tf) T'A Ton 1)
AN, nad gnelebydw 1) AL

"Enel odv Tov £otiv 1 AA 1fj AT, Ton &oti xad yovia 1) 010 AAT
M V0 ATA: peifov doo 1 V0 BTA tfic 910 AAT™ xad €rel
10iywvody gott 10 AI'B peilova Eyov v V10 BI'A yoviav tfig 010
BAT, ¥10 8¢ v petlova ywviov 1 petlwv mhevd Vroteive, | AB
dloa tfic BI" €oti pellwv. Tom 8€ 1 AA 1] AT™ peiloveg doa o BA,
AT tfig BI™ Opolwg 61| detéopey, Ot nod ol pev AB, BI' tijc TA
peilovég elow, ad 8¢ BT, T'A tfig AB.

[Tovtog o Trymvou ol 8bo mhevod thig howrtlg petlovég elot

vt petahapBavopevar OneQ E8et deléo.
!
no'

‘Eav t@ryevou £nl piids 1@y TAsv@®v 0 TAv Te@dtwy dvo
e0deior &vtog ovotad®oty, ol cvotadeiont TV Aom@®v T0D
7QrywvoL 600 TAsLEMV £AdtToveg pdv £oovtar, peilova 6

ywviav Te@é€ovaty.

Torywvou yae tod ABT €nl pudic tdv mhev@®v tfig BT dnd t@v
neQdtwy T®v B, T 800 e0deilar €vt0g ouveotatwoay ol BA, AT
Aeyo Ot ol BA, A" 1®v Aotn@®v 10D 10tyemvou 800 mhev@®dv t@v

BA, AT éhdoooveg pév elow, peilovo € ywvioy ne@iéyovot Ty
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V70 BAT 1] 00 BAT.

Aupydw y0Q 1 BA €ni 10 E. xadi €nel navtOg torymvou al 8do
mhevQad thig howrt|g petlovég eloty, 1od ABE doa torydvou ai 8vo
mhevod al AB, AE tfic BE peilovég elowv nown npooxeicdw 1
EI™ ai G BA, AT" t@dv BE, EI' peilovég elow. nahwy, €nel 10D
T'EA toryevou ai dvo mhevpad ol T'E, EA tfig T'A peilovég elow,
now| neooreicdw N AB- ai I'E, EB doa 1@®v I'A, AB peilovég
elow. @A tdv BE, EI peiloveg €delyInoov al BA, AT tod®
doo ol BA, AT" t@®v BA, AT™ peilovég elow.

ITahw, €rel movtOg tEymvoL M €xtdg ywvia Thg €vidg xad
Arevavtiov pellwv €otly, 100 I'AE Qo torydvou 1 €xt0g yovia 1
010 BATL peiwv €oti tfic 010 TEA. 80 tadtd toivuy %ol 10D
ABE 1oycvou 1 éxtog yovioe 1] 010 TEB peilwv €otl tiig Um0
BAT". aA\d tfjc On0 TEB peilwv €8eiy97 1) Ond BAT™ nol\@ Goo
1M 010 BATI" peilov €01l tiic V10 BAT.

‘Edv doa toryevon €nt pudc 1@y mhev@®y Ond t@v meQdtwmy
SVo e0delot €v10g ovotad®oy, al ovotadeical TV Aotn@®v oD
TOLY®VOL 30 TheLEMV EAdTTOVES Mév elowy, pellova BE ywviay

neQLeyovoty: OneQ Edet deiéou.
#B’.

‘Ex 101®v e03et@v, oi ciow iow 100l Tl 60dsiouig,
10iywvov cvatioacour: el 8¢ g 6vo tijg Aowniig peifovag
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elvat TV petohapBavopévag.

"Eotwooy ol 8odeioon 10eic e0deion ai A, B, I, Gv ai 8vo e
Aowrfic petloveg Eotwooy mavtn petoahopBavopevat, ol pév A, B
e T, ol 68 A, T thic B, »ad &t ol B, T tfjg A+ 8¢l 61) €x t@v Towv
1o A, B, I" tplywvov ovotnoacdat.

‘EnxeloOw g e09ela | AE meneQoopévn pév xotd 10 A,
dreipog 8¢ xatd 0 E, nod xeloOw tf pév A Ton 1 AZ, 1] 8¢ B
ion M ZH, i 8¢ T o 1 HO" »od #évtow pev 1@ Z, Sraotipott
8¢ 1@ ZA wdmhog yeyodpdw 0 AKA" mahy #évtow pév 1@ H,
Sompatt 88 1@ HO wxduhog yeyedydo O KA, xoi
gneledyduwoay ol KZ, KH. Ayw Ot &x 101@v e0det®dv 1@ {owv
i A, B, I' tpiywvov ovvéotator 10 KZH.

‘Enel y0p 10 Z onpelov #évtpov €otl tod AKA xdxhov, Tom
€otiv 1] ZA 1§} ZK: dMAa 1) ZA 1] A €otiv {on xai | KZ 8o )
A €otiv Ton. mdhy, €nel 10 H onpelov #évtpov €otl 100 AK®
nduhov, 1on €otiv 11 HO tf) HK: aAla | HO 1§ I €otiv Ton nod
N KH doa f) I €otiv Tom. €oti 8€ nod 1 ZH 11 B {on ad toelc
doo e0deion ol K7, ZH, HK 700l taic A, B, T Toou elotv.

‘Ex 1010v doa e03edv tdv KZ, ZH, HK, of elow {oo 1010l
todg dodeioong evelong tadc A, B, T, 10iywvov cuvvéotatan 10

KZH:- 6nep &8¢ morfijoo.

®y .
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ITeOg tfj 6odsion e¥Ieig »ai 1@ nEOG adTi| onpei® il
dodcion yowvig s03vyQdpp® ionv yoviay c0I0yQappov

ovoeTioucut.

"Eoto 1 pév 8odelon e09ela 1 AB, 10 8¢ n00g aOtfj onpeiov
70 A, 1 8¢& SoVclon ywvio e0IVYEappog 1 V1o ATE. 8¢l 81 1o0g
M doeiomn evVeiqt 1fj AB o 1@ 100¢ at] onpeld @ A T
SoVelon yovig eOvypdupm ] Vnd AT'E oy yoviav
e0JVyEappov ovotoaodat.

Eiwgdw &p” éxatépag 1@v T'A, TE tuydvta onpelx td A, E,
noid €neledydw 1 AE- nod €x 101@v e03et®v, of elow Toon 1ol Tocds
I'A, AE, T'E, tolywvov ovveotdtw 10 AZH, dote Tony elvor v
uev Aty AZ, mv 8¢ T'E ] AH, noi &n v AE 11y ZH.

"Enei odv 8vo ol AT, T'E 8bo toic ZA, AH Toat elolv éxatéoo
Exateq, xadl Baog N AE Béoet 1] ZH Ton, ywvia o 1 010 AT'E
yovig 1) 010 ZAH &otiv Tom.

[Tod¢ Glox ) Sodeion e0elq tf) AB ol 1@ 1Og o0 onpei®
@ A 1M doVelon ywvig e0Juydup® tf Vo AT'E fon yovia

e00yQappog ouvéotator | VO ZAH: dnep €del norfjout.
%8,

"Edv 600 10iywva t0g 800 mhevpag 8bo mhevuis ioag Eyn
EnotéQoy ExatéQq, TV 6€ ywviay Tiig yoviag peiova Eyn v

111



V70 TV Towv sVJet®@v meQleyopévny, xal Ty Potv Tig

Baosws peilova E€et.

"Eotw 80 toiyeve 10 ABL, AEZ 10g dbo mhevpdg tag AB,
AT todg 8vo mhevpaic toilc AE, AZ ioog &yovia €xatéQov
Enatéoq, v pév AB 1] AE my 8¢ AT 1 AZ, 1| 8¢ 100¢ 1® A
yovie T 1e0g @ A ywviag, peilwv €otw. Ayw 81t nal Bdoig M
BT Baoewg g EZ peilwv &otiv.

‘Enel yoQ peilov 1 010 BAT yovie tfic 010 EAZ ywviag,
ovveotdte mEOg tf] AE e09elqt ol 1@ 10¢ adf} onpel® 1@ A ti)
10 BAT ywvig Ton 1 Y20 EAH, xai xeiodw Onotépq tdv AT,
AZ 1o M AH, xad éneledyOwony ol EH, ZH.

"Enei obv Tov 8otiv ) uév AB fj AE, 1| 8¢ AT f] AH, 8bo 81
al BA, AT duoi todg EA, AH foaw eloly €xatéQa éxatéoq: xod
ywvio 1 010 BAT yovig tf) 010 EAH {om: Bdotg doa 1 BI™ Baoet
M EH €otwv {om. nahw, €nel lon €otiv 1| AZ fj AH, {on €01l xod
N 010 AHZ ywvia 1] V10 AZH: petlov foo 1) V0 AZH 1fig Ond
EHZ: nol\® oo peilov gotiv 1) 0 EZH tijc vn0 EHZ. »od
gnel 10lywvoy gott 10 EZH peilova &yov 1y vn0 EZH ywvioy
g vnd EHZ, ¥n0 8¢ v pellova yoviav M peilowv mievQd
Vrotetver, petlowv oo xol thevea | EH tiig EZ. {on 8¢ | EH tfj
BI™ peiov Gioo xai 1 BT tfic EZ.

"Edwv 6ioa 800 1iywve t0g 8o mhevag Suol mhevads Toag Exn

ExateQay ExatéQQ, TV € ywviaw Thg ywviag petlova Eym v V1O
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1@ lowv e0Yet®v Teeyouevny, xal v Bdoty g Baoews petlova

g€er- OmeQ &der Setéou.
I
ne'.

"Edv 6vo 10iymva tdg 800 mhen@dg Suai mhevuis ioug Eyn
EnateQay ExatéQq, TNy 6¢ Baoty tijg Bdoeswg peifova Exm, xol
TV yoviay tig yoviag peiova £et Ty V70 TV lowv sVIet®v

TIEQLEYOUEVNV.

"Eotw 80 toiyeve 10 ABL, AEZ 10g dbo mhevpdg tag AB,
AT todg 8vo mhevpaic toilc AE, AZ ioog &yovia €xatéQov
ExoteQq, v uév AB 1] AE, mv 8¢ AT 1) AZ- Bdoig 8¢ | BI'
Baoewg the EZ peilwv €otw. Méyw 61t nod ywvio 11 00 BAT yoviag
Mg V10 EAZ petlwv €otiv.

Ei yoQ p#, firot Ton dotiv adtf] fj éhdoowy: 1o udv odv odx
Zotv M V10 BAT 1fj 910 EAZ: 1on yoe dv My xad Baoc 1| BI
Baoet ) EZ- oOx Eott 8¢. oOx dpa Tom €oti yovia 1) V0 BAT 1
010 EAZ:- 008¢ pnv €Mdoowyv €otiv 1) b0 BAT tfjc Vo EAZ:
&hdoowy yoe v Mv xad Baowg i BT Baoewg i EZ- ovx Eott 8¢.
oVx Gipo Eldoowy Eotiv 1) VO BAT ywvia hjg b0 EAZ. €8eiyIn
8¢, 81t 008€ Ton' petlwv doa Eotiv 1 Vo BAT g V0 EAZ.

"Edwv 6loa 800 1iywve 10 8vo mhevag Suot mhevads Toag &yn

ExateQay ExdteQq, TV 8¢ Paoty thg Bhoewg petlove &y, xod v
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yoviay g yoviag peilove €Zet v V0 tdv lowv eVOIetdy

neQeyopevny: OneQ £det detéa.

%S,

‘Edv 600 t0iywva 105 600 ywving Sval ywviag toag £xn
EnatéQuy ExatéQd nui pioy TAevEAy i Thev@ iony fjtot thv
100G tuig Towutg ywvicug fj Ty Dnoteivovsay VRO picy @V Towy
Y@y, xoi 10g Aotndg mhev@lg toig Aotnaig mhevEuis Toug
£€er [ExatéQov ExatéQa] ol TNV Aotmiy ywviav T Aoi

ywvig.

"Eotw 8bo 1oiywva 0 ABT, AEZ t0c dbo yoviag g V10
ABI', BI'A 8vol tadg 010 AEZ, EZA Toog &yovia €xatéQoy
Exoteq, Ty puev V1o ABI 11 V10 AEZ, v 8€ V0 BI'A 1] 70
EZA: €yétw 8¢ nad plov mhev@oty pid nhevod fony, nedTeQoOv TV
100¢ tig Tooug ywvicug ™y BIN 1] EZ. Aéyw 61t xod 10 Aotnlig
TAeuEAg Todg Aowmads mhevodg Toag Efer ExatéQay ExatéQq, TNV
uev AB ) AE, v 8¢ AT 1] AZ, nod v Aoy ywviov 1) Ao
yovig, v V0 BAT 1] 010 EAZ.

Eiyao dviocog €otv 11 AB tf} AE, pio a0t®v petlov €otiv. Eotw
peilov N AB, xad xelodw tfj AE 1om 1 BH, xod €neledyde 1 HI.

"Enel olv 1on £otiv ) uév BH tfj AE, 1| 8& BI" tfj EZ, 8bo 87

al BH, BT 8vol taic AE, EZ {oo clolv €xatéo énatéoq: xod
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ywvio 1 V0 HBI yovig tff 010 AEZ 1o €otiv: Bdorg doa 1) HIY
Baoet 1) AZ Ton &otiv, xod 10 HBI 10iywvov 1® AEZ t0ryove
{oov €otlv, nod od hotmod yoviat tadg Aownads yoviog Toot Eoovta,
Vg dg ol Toow mhevad Vroteivovowy Ton doa 1 V10 HI'B ywvia
0 V10 AZE. a0 1 V0 AZE 1] 00 BI'A Vronetton Tom nod 1)
V70 BT'H dioa 1] V10 BI'A Ton €otiv, 1} Eldocwy th peilovt: dneQ
aduvatov. o0x 8oa Gviodg oty 1] AB tf) AE: Ton dipo. ot 8¢ nad
N BT tfj EZ Ton 8b0 81 ol AB, BI" duai taic AE, EZ {oo elolv
ExateQo Exateea nal ywvia 11 V10 ABT ywvig ) 010 AEZ €oty
{on' Baowg doa M AL Baocer ) AZ {om €otiv, ol Aotnn) ywvio 1)
U710 BAT tfj Aownfj yovig 1] V10 EAZ {om €otiv.

Al 81 mdhy Eotwoay al Vrd 10 loog yoviag mhev@od
Vrotelvovoar Toow, g 1) AB 1} AE. Aéyw mahy, Ot %ol od howrad
mhevod tadg howmodg mhevads Too Ecovtan, | pév AL tfy AZ, 1 8¢
BT ] EZ, xai &u 1 hownn) yowvio 1) V0 BAT tfj downf) yevig
010 EAZ {on €o7iv.

Eiyao Gvioog €otv 1 BI 1 EZ, plac a0t@v peilov €otiv. Eotw
peilov, el duvatov, 1 BIN, xal xeiodw 1M EZ lon M BO, xod
Eneledydw N AGO. xod €né Ton €otiv 1 pev BO ff EZ 1 8¢ AB 1
AE, 8bo 8M ai AB, BO® Suol taig AE, EZ {oo elolv éxatépa
ExopéQ nal yoviag loag neQuéyovoty: Bdotg dion 1) A® Bacer T
AZ {om o1y, nod 10 ABO® 10lywvov 1@ AEZ toyeove Toov €otly,

noid ol Aowmod yewvion todg howmads ywviong Toow Eoovtar, Dy g ol
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{oog mhevad Vroteivovoy: 1om do €otiv 1 VO BOA ywvia
010 EZA. ddAa 1) 0 EZA tfj 010 BI'A €otiv Ton toryevou 81
100 AGIL 1 ént0c ywvia 1 V0 BOA {on goti tf) évtog nod
Grevavtiov tf) VO BT'A: 8me@ ddvvatov. oOx 8o Gvicdg Eotv 1)
BT 1] EZ- Ton GQa. €01l 8¢ xai 1} AB fj AE {om. 800 81 ad AB,
BT 8vo 1oic AE, EZ Too elolv Exatégo Exate@a: ol yoviag loog
neQiéyovot. Baotg doo N Al Bdoet tfj AZ Ton €otly, xai 10 ABI'
10tywvov 1@ AEZ 101yeve {oov, xod Aot ywvia 1 b0 BAT 1
o) yovig 1) V0 EAZ Ton.

Edv dloa dVo toiywve ¢ 8bo yoviag duol yoviag Toag Eym
EnotéQoy ExatéQA ol ploy mhevEQy wd mheved fony ftor v
100¢ todg Tooug ywvioug, fj v Vrotetvovoay V1O plov t@v {owy
Yovt@v, xod Tag Aomdg TAeLEAG T Aowmads mhevodg Toag Eet

%ol Ty Aotmny ywviay tf) Aord] yovig: OneQ €8st deléa.
»C'.

‘Eav eig 600 e03eiag s0delo Epmintovon thg EVoAldE
yoviag Toug GAMAag mord], Ta@ddnior Eoovtar dAMAoug ol

e09eiot.

Eic y&o dvo e0elag tag AB, T'A e03ela €unintovon | EZ tlig
EvolaE yoviag tog V0 AEZ, EZA {oag dAhag moteitw. Aéyw
Ot nodAAnAog €otv 1) AB 1] TA.
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Ei yao p1, éxBodhopevarn ail AB, T'A cvprecodvron o €nt td
B, A péon 1j €nt tat A, T, €xBefinodwoay ol copmntétwony €l
0 B, A péon xotd 10 H. torymvou 81 1od HEZ 1 €xt0¢ yovia 1
010 AEZ Ton €oti 1] €vt0g xad dnevavtiov 1] V0 EZH: dneQ
€otlv addvartov: 0% GEa ol AB, AT €xfalopevan oupmecodvion
éntl 10 B, A péen. Opolwg 61 deryOnoetor, Ot 008E €ni o A, T™
al & €nl pndéteQo 0 péQy ovpmintovow maEdANAOL eloty:
no@aMNhog Boa &otiv 1) AB 1) T'A.

Edv doa cig 8vo e0Jeiag e0Iela Eunintovon t0g EvalhiE
ywviag {oag GAANAoug To], Ta@dAniot Eoovtar ai e0Ieion: OneQ

£6et SeTéat.
4
nn'.

‘Edv eig 600 sVIsiog e0Iela Epnintovon v £x10G ywvioy
M €vt06 xol dmevavtiov xal £ml T w0t péEy Tomy mord) ) T0g
€vt0g xol €ml T0 a0Th péEn Svoiv 00dais Toug, Ta@aAAniot

£oovtor GAMAouG ol eV JeTou.

Eic yao 8vo edelag tag AB, I'A e09eiln Epnintovon 1| EZ v
€xt0g yovioy Ty V0 EHB tfj €vtog xad drevavtiov ywvid tfj 010
HOA fonv noteitw 7 t0g évtog xod €nl 10 adtd péen tog Vo
BH®, HOA 8voiv 0090 Toag. Aéyw Ot mo@adiniog €otv 1 AB
m A,
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‘Enel yao {on €otiv 1) O70 EHB tfj dn0 HOA, dAd 1) V70
EHB tfj 010 AHO £o1iv Ton, i 1) Y20 AH® 8oa 1 d0 HOA
€otwy Ton uad elow Evadhaé: no@diniog Gioo €otiv 1] AB 1) I'A.

[Téhwy, &nel ol V0 BHO®, HOA 600 009ai; Too sioty, elol 8¢
nod al V10 AH®, BHO 8uoilv 003uic {oar, ol doax Vnd AHO,
BHO® taic Y10 BHO®, HOA {oo cloiv: xown| dynenode 1 010
BH®: Mo Gl 1] V10 AH® rourd tfj 010 HOA €otiv {om xal
elow &valdg no@dMnhog dioo €otiv 1) AB tfj TA.

‘Edv dloa gl 8Vo e0Jelog e09ela Eunintovoo v €x10g yoviay
M €vt0g %ol Amevavtiov xad €nl 10 0T puéEn fonyv norf §j tdg
€vtog ol €ml T odtd péEn Suolv 0p%ic loug, madAniot

Eoovtaw ol e0Ielar OmeQ E8et deléa.
©9'.

‘H eig 105 ma@udMiovg evdsing sVIela Epnintovon g e
EvoaAMIE ywviag Toag aAMAatg TTotel xol Th)v £x106 T £vT0g »al
amevavtiov Tony ol 10 €viog xal €nil T0 ahT0 ey Ovoiv

003ais Touc.

Eic ydo noagodinhoug evdeiog 10 AB, T'A 03l Epmntéto 1
EZ. Myw 81 t0g €volhaZ ywviag tog Vo AHO, HOA {oog motel
nod TNV €x10¢ ywvioy v V0 EHB tfj évt0g »ad dmevavtiov

V10 HOA Tomy nod t10g €vt0g xad €nl 1 0Dt ué@n 10c V10 BHO,
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HO®A 8voiv 0094 Toag.

Eil yoQ Gvioog €otv 1) 010 AH®O 1] 010 HOA, pic odtdv
petlwv &otiv. €otw pellwv 1 V10 AH®: xown| npooxeicdw 1 V1O
BH®:- ai dox V0 AH®, BHO 1@®v V0 BHO, HOA peilovég
elowv: @A ol V0 AH®, BHO Svoiv 009is {oo clotv. al doo
0 BHO®, HOA 8do 003®v &rdooovéc clow. ol 6 an’
Ehaooovwy T} o 0030V ExBaliopevar elg 8netpov ovpmintovoty:
ol doo AB, TA €xPodiopevar elg Gnetpov ovpnecodvion: o0
ovpmintovot 8€ Sl 1O maakAAovg adTdg Vroxelodot: oOx doo
dvioog oty 1 VO AH® 1§} V0 HOA- Ton doa. GAAL 1] VnO
AHO tfj V20 EHB gotuv Ton »ad 1) V10 EHB @a tf] V70 HOA
€otv Ton »own mRooxelodw 1 V0 BHO: oi doo Vnd EHB,
BH® taic b0 BHO®, HOA {ow giciv. arld ol V0 EHB, BHO
8bo 009ai; Tow elotv: xal ol V0 BHO, HOA doa Svo 60duic
oo elotv.

H o eig toc no@adihoug evdelag eOdela Eunintovon 16 te
EvolE ywviag Toog G Ao Totel xod v éxtdg Tf) évtog xod
Grevavtiov Tonv xod t0g €vtog xod €nl T adTd PeEr) duoiv 0EYuis

{oog OneQ &det Seiéo.
)\’,

Al i) oot} e03eiq max@aAMMAor xul @AAMMAoug eiol
@A Lot.
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"Eotw éxatépa 1@v AB, TA 1] EZ napddinrog Aéyw Ot xad
N AB 10 I'A €ott na@ddnioc.

‘Bpmntéto yaQ el adtog evdeion 1 HK.

Koi énel elc naoairhovg e0delog toc AB, EZ e09¢in
gunéntorey | HK, Tov doa 1) 00 AHK tf) b0 HOZ. néhwy, &nel
elg mo@odhoug eVdetog 10 EZ, TA e09ela Eunéntoney 1 HK,
{om €otiv 1 V0 HOZ 1§} O10 HKA. &8eiy 97 8€ nai 1) o AHK
M V0 HOZ Tom. »ad 1) V0 AHK oo 1) V0 HKA €otwy oy
nod elowy Evodhdé. maddniog Ga €otiv 1] AB tfj TA.

‘Omne €det deiéo.

PV

A 1oV 800évrog onpeiov 1 60dsion s0Ieig na@AIMAOY
e0delay yooppny ayoysiy.

"Eotw 10 pév 809&v onpelov 10 A, 1| 8¢ Sodelon e09eio 1 BI™
8el dm 8 100 A onpetov tfj BI' e09eiq na@dAniov e03eiay
YOO RUTV Oyoryely.

EigpOw €ni 11ig BT tuy0v onpeiov 10 A, i €neledydw 1) AA:
nal ouveotdtw TEOG tf AA e09elqt xod 1@ ©EOG 0T onpel® @
A 1} On0 AAT ywvig Ton 1 010 AAE: xal éxBefinodw €’
e0delag T EA e09eia 1) AZ.

Ko énel el 6vo evIelag 0 BIT, EZ e09¢la gpnintovon 1) AA
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T0g EvalhE ywviog 10c V0 EAA, AAT Toag dAMAhag Tenoinxey,
no@aAnhog doa gotiv 1) EAZ 1) BI.
A toD 8odévtog G onpeton oD A tfj dodeion evdelq i

BT te@adnhog e09eia yoapun) fxtan 1) EAZ: 8me@ E8et notfjou.
AR

ITovtog t@rydvoy wds 1@y mAev@@v mEooexBindsiong N
€10 ywvia duol tals £vt0g xal dmevavtiov o €otiv, xal ol

£vt0g 10D TQry®vVOL TRETS ywvint duciv 00Yuis Towt sioty.

"Eotw 10iywvov 10 ABT, xal mooexBefinodn adtod plo
mhev@d M BI €nil 10 A. Ayw Ot M} €xt0g ywvia 1| V10 ATA o
£otl Svol tadc €vtog nal dmevavtiov taig VO I'AB, ABT. »al ol
€v10¢ 10D toymvou tEels ywviow ol Y0 ABI, BI'A, T'AB Suciv
0094ic Too elotv.

"HySw yap 81& 100 I" onpeiov 1) AB e03elq na@aiiniog 1
T'E.

Kal énel na@ddnhoc €otv 1 AB tf) T'E, xod elg adtlg
gunentoney N AL, ol €vodlhdE ywviow ol V10 BAT, ATE foou
GAANhoug eloty. Tadty, Enel no@adAnrog oty | AB 1) T'E, »od eig
0Tl Epnéntwney eVIela | BA, 1] éxt0¢ ywvia 1| V0 ETA Ton
€01l 1] €vt0g %ol Anevavtiov tf) VO ABI. €8eiyIn 6& nod 1 VRO
AT'E 1] 70 BAT Ton 6An dioo 1] V70 AT'A yovia Ton €oti Suol
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T €vtOg nad Amevavtiov tadc VO BAL, ABI.

Kown npooxreicOw 1 Hnd ATB* ol dipa Vo AT'A, AT'B ool
1o 0 ABT, BI'A, T’'AB oo eiotv. @A al 10 AT'A, AT'B Svoiv
00941 Toon elotyv: xad ol V0 AT'B, TBA, T'AB g Suoiv 009aic
{oou eloiv.

[Tovtog 8o TOrydvon pidlc t@v mhevE®v nEooexBAndeiong 1
€xt0g ywvio Suol tadg €vtog xad Amevavtiov 1o €otly, xod ad €vtdg
100 1OIywvoL TEElG ywvior Sduoly 009ais Too elotv: Onep &det

detfa.

M.

Al t0g Toag e ol mx@uAMihovg Emi 1O oxUTU PEEY

Emlevyvoovout s0Yelan xol adTal Toot T8 xol @A AoL eioty.

"Ectwoav Toow te ol ma@ddnior ai AB, TA, xal &m-
Cevyvbtwooy a0t €nl T a0t peEn evdelon ol AT, BA. Aéyw Ot
noid ol AT, BA Toan e %ol no@ddiniol elow.

"Eneledydn 1 BT xod &nel na@ddnhoc €otv 1) AB ) T'A, nad
elg a0T0g Epnéntwxey 1 BI, ol &vodlhdE ywviow al Vo ABT, BI'A

o

{oo G haug elotv. xad énel Ton €otiv 1) AB 1] T'A, xown € 1

\

BT, 8b0 61 ai AB, BI" 800 taic BT, T'A Toou eloiv: xad ywvio 1) V10

ABT yovig 1] 010 BI'A Ton Bdoig o 1) AT Bdost tff BA €otiv
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iom, nod 10 ABT 10iywvov 1@ BTA 1oryove loov €otiv, nod od
Aowrod yovion todg Aotmods ywviong oo Eoovton ExatéQa Exatéoq,
Vg ag ol Toow mhevpod Vroteivovory Tom GEa 1 VO AT'B ywvia
™M V0 T'BA. xod &rel elc 8do e09elag tog AL, BA e09elx
gumintovoa N BI' 1dg &valaE ywviag Toog GAMMAoug Temoinxey,
@AM og 8o €otiv 1 AT tfj BA. €8eiy 97 8¢ arvthj xad Tom.

Al G toc Toog e %ol ma@odANhouvg €l T 0Tl péEn
gmlevyvdovoor e0elon %ol adtod Toow te %ol maEdAnAol elowy:

OmeQ £det deiéo.
A8,

T ®v Te@uAMA0YQAPU®Y YwRInY &l dTtevavtiov TAsLQAL T8
xol ywvior Toor GAMAwg eioty, xol 1] Sepet@og avTd Siyo

TEUVEL.

"Eotw na@oiinioygoppov yweiov 10 AI'AB, Sikuetog 8¢
avtod 1 BIL Ayw O tod AT'AB naQuddnioyQappon ol
Qrevovtiov mhevad te nod ywviow oo GAMAhaug eloty, xad 1 BI
S1dpuetog a0TO Slyor TEpveL.

‘Enel y00 no@ddnhog oty 1 AB 1] T'A, xad el avtdg
gunéntoney e0Iela 1 BT, ail &vadlhdE yovicw o Y0 ABT, BI'A
{oow A hag eloty. ey Enel Ta@dAnAog €oty 1) AT 1] BA, xad

elg a0tlg Epnéntwxey 1 BL, od €vodlhE ywviow ol Ond AT'B, I'BA
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{oo GANAoug elotv. 800 81 1oiywva &ott tol ABT, BT'A tdg dvo
yowviag tac Y0 ABT, BI'A Suoi taic V10 BI'A, I'BA {owag &yovra
EnotéQoy Exotéeq xod ploy mhev@Oy pid mhevd fony v nEOg
1o Tooug ywviong xowny adtdv v BI™ xod t0g Aol dox
TAeLQOAG Todg howmads Toog Efet EnatéQoy Exaté@A nad Ty Aotmhy
yowviay 1] Aotrf] yovigr Ton G 1 uév AB mhevpd 1] TA, 1) 8& AT
M BA, xadi &u {om €otiv 1 010 BAT ywvia tf) V10 T'AB, xad énel
{on &otiv N pév Hro ABIT yovia tfj 00 BI'A, 1) 8¢ 10 I'BA M)
010 AT'B, 8An doo 1 00 ABA 8An tfj Ond ATA €otv iom.
€0ely 97 8¢ »od 1 V10 BAT fj On0 I'AB Tom.

T 8a TaQUAMNAOYQEUUWY YwRlwy ol Orevavtiov ThevQol
e %ol ywvion {oon GBI eloty.

Aéyo 87, Ot nod 1 Sidpetoog adtd Siyor tépvet. €mel yaQ lom
€otiv 11 AB 11 T'A, xown| 8¢ 1 BT, 8bo 61 ai AB, BI" Suoi tadg
I'A, BI" Toou elolv €xatéa Exatéoq: xod yovia 1 V0 ABT yovig
M 010 BT'A o). nod Baoig doa 1 AT 1] AB Ton. xod 10 ABI'
10tywvov 1@ BI'A 10rywmve Toov €otiv.

‘H 8oax BI' Sudpetgog Sy tépver 10 ABI'A  mo@ok-
AnAOyQoppov: OneQ €det Setéau.

Ae’.

T na@uAMAoyQappe @ £nl Thig avTiig Pdoswg Ovta xal
v Talg atals Ta@uAlhotg ioa GAMAoLs Eativ.
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"Eotw ma@adnhoyoappa 10 ABTA, EBI'Z €ni g alriig
Baoewg thic BI™ xod €v todg adtads nogodinrorg todg AZ, BI. Aéyw
6t Toov €oti 10 ABT'A 1@ EBI'Z no@odAnhoyQoppe.

‘Enel y00 ma@ohnioyaupov ot 10 ABTA, Ton €otiv 1) AA
M BT, 810 1d a0t 61 %ol 1] EZ 1) BT €otiv Ton Gote xad 1] AA
M EZ €otiv Ton nod o 1 AE- 6An Goae 1) AE 6 1] AZ Eotiv
{om. €ot 8¢ i 1 AB 1] Al Ton 8o 81 ai EA, AB 8bo taig ZA,
AT Toou eloly énatéa Exaté@ %ol yovia 1 V10 ZAI yovig i)
010 EAB €otiv {om 1] €xt0g 1] éviog Baowg Goo 1) EB Bdost 1)
ZI {om &otiv, nai 10 EAB 10iywvoy 1@ AZT t1oryeve {oov Eotor
»nowOv agpnenodw 10 AHE: howmdv doo 10 ABHA taméliov
Mom® 1@ EHI'Z 1aneli® €otilv {oov: xowdv nRooxeicdw 10
HBI" toiywvov: Ohov 8o 10 ABI'A mo@adnioyeoappov OA® 1@
EBT'Z noolinioy@dup loov €otiv.

Ta Geo noe@oAAnAOyQappor T €ni T arvthic Bhoewg dvtor nad

&v todg avtads Ta@aAhorg Too GAMMAOLG Eotiv: OneQ Edet Seléou.

4

A’

T ne@uAMAoyQappe Tl €7l lowy Bdoswv dvta xal &v Talg

aVTalg Te@uAMAots ioo GAMAoLG EoTiv.

"Eoto mo@edinhoyeoppa 10 ABI'A, EZH® £l {owv Bdoswy
Svto t@v BI', ZH xad 8v tadg altade na@aidihorg toic A®, BH.
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Aéyw 61t Toov €oti 10 ABI'A noagolnhoyoappov 1@ EZHO.
‘Eneledvyduocav yao ai BE, I'O. xai énel Ton €otiv 1] BT fj
ZH, o ZH f) E® £otiv {om, xai 1 BI' doa 1] E® &otiv o,
elol 8¢ xad maEdAnhot. xail Emlevyvdovoty avtig ol EB, OI™ ai
8¢ t0g Toag te %ol ma@alhoug €xl T odTd péEr) Emtlevyvbovoon
{oow 16 xodl madMnhol elot. Ta@uAAAOYQopuov doa €otl 0
EBI'O. xai oty loov 1@ ABTA: Baowy e yaQ a0T® v 0T
Eyer v BT, xad &v tadg adrods ma@aidihorg €otiy a0td todg BT,
A®. 8o 0 0Ot 1) %l 10 EZHO 1® a01® 1 EBI'® €otwy Toov:
Mote xal 10 ABI'A nagainioyeoppov 1@ EZHO €otiv 1oov.
T doo noc@oAnhoyQappe 1 €nl Towv Paoewy dvto xad v

Tadg aOtodg ma@odnhorg oo AAANNoLG €otiv: Ome €86t Seléo.
N

To teiyove T €nl tfig avtiig Bdoswg Ovto ol €v Talg

aVTals Te@uAMAots ioo GAMAoLG EoTiv.

"Eoto tolywve 10 ABIT, ABI €ni tijg a0tiic Baoewg tiig BI nod
&v todg atod mapodiniorg tade AA, BT Aéyw Ot loov €otl 10
ABI t0tywvoy 1@ ABI" 1orywvo.

‘ExBefinodw 1 AA €9’ éxateQa 10 uéen €nl 10 E, Z, nal S0t
pév 1od B tfj T'A mopadinhog fydw 1 BE, dia 8¢ 10D I 11} BA
no@dANAog fydw N I'Z. noe@odnhoyQapupov oo Eotiv ExdteQov
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1@v EBI'A, ABI'Z: xai elow Too €nt te yaQ thic avtiic Baoedg elot
Mg BT %od &v todg adtods na@addnhorg tadc BIY, EZ: xad €01t 10D
név EBI'A nagadinhoyodppon fpou 10 ABT toiywvov: 1 y0Q
AB  dwpetgog  ovt0  Siye  tepver  tod 88 ABIZ
noeQolnhoyedppov fuov 0 ABT tolyovov: 1 yoo AT
Sdpetpog a0T0 Siya tépvet. loov da &oti 10 ABI 10iywvov 1@
ABI" 1Qtyovo.

T G toiywva T €nil thig aThg Pooewg Gvia nod &v todg

a0tdg ma@aAANhoLg oo BAMAoLG €otiv: OneQ Eet Seiéou.
M.

Ta tQiywve T €nl Towv Paoeswy Ovra xol &v tals avtalg

na@urinroig loa GAMAoig Eativ.

"Eotw 10iyove 10 ABT, AEZ &ni Towv Baocewv t@v BT, EZ
noid €v 1odg a0tads Ta@aAhorg tods BZ, AA. Aéyw 6t {oov €otl
70 ABI" 10lywvov 1@ AEZ 1Quyéve.

‘ExBeBiodw yao N AA € ExdteQa T pén €nt o H, O, xad
S pév tod B 1) TA naegddinrog fiydw 1 BH, dix 8¢ 10D Z 1
AE mogedinrog fydw 1 ZO. magodinroyQoppov 8o €otiv
Exdregov 1@y HBT'A, AEZ®- xai ioov 10 HBI'A 1@ AEZ®: éni
e y0Q lowv Pacewv clor t@v BI, EZ xal €v tadc odtadg
noeQuAMhowe  talc BZ, HO®: xai gou tod pév HBTA
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QoA nhoyedppon fuiov 10 ABT toiywvov. 1 yoo AB
Sdpeteog a0t Siyo téuver: 10D 8¢ AEZO ma@olhn- AoyQaupmou
fptov 10 ZEA 1oiywvov: 1} yap AZ Siapetgog o0T0 Sy tépvet.
{oov dpo €01l 10 ABT 10iywvov 1@ AEZ toryeve.

T Gea tolywve ta énl Towv Bdoswy dvta xod &v todg avTod

no@aAhoug Too GANAoLg Eotiv: OneQ Edet Seléou.
2.

Ta oo tQiywve t0 &nl tig avtiig Paoewg Ovta xal &l T0

aVTd péE, xol &v talg adtals na@uAinlorg £ativ.

"Eoto {oo 10iywve 10 ABI, ABI™ €ni tfijg aOtiic Booewg Ovia
nol €ml Tt o0td péEn g BIL Aéyw Om xod év tade odtods
QA AOLS €oTiv.

"Eneledydo y00 1 AA. Méyw Ot na@ddnioc €otv 1| AA T
BI'.

Eiyao 7, 19 610 tod A onpelov 1) BT e09eiq noe@ddinhog
N AE, nod €neledydw 1| ET. {loov doa €otl 10 ABT toiywvov 1@
EBT toryove: €nt te yaQ thic avthic Bhoemg €otty avtd i BI
noid €v todg adtodg moe@oldniorg. GG tO ABI t® ABI €otv {oov:
nod 10 ABT dpo 1@ EBT {oov €oti 10 pellov 1® éldocov dneQ
€otlv AdVvarToy: oLx B TaEAANAOS €otv 1) AE 1) BI'. Opotwg

&1 deifopev, Ot 008" MY g T g AA- 1} AA dipx tf) Bl
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€01l naEAANIOG.
Ta Go {oo teiywver T €nt thig adthg Phoswe dvta nod €nt 0

aOTA PeEn, nad &v Todg adtads Ta@aAhot €otiv: OneQ Edet detéou.

4
po.
[Ta oo tQiywva 1@ éni lowv Baoewy Ovta xal £ni T@ adTd

pean xol &v talg avtals mae@uAinrotg £otiv.]
po.

‘Eav na@aAinroyQappov 1Qryeve Bacty te N THY a0V
xal &v 1ol avtalg ma@uAMAorg N, Smhdotoy ot 10

TXQAAANAOYQU IOV TOD TALY®VOL.

[To@adAnidyQappoy Y0 10 ABI'A toryeve 1@ EBIT Bdoty te
€yetw v a0 v BI %ad €v 1o adtads mapadiniorg Eotw tadg
BT, AE. Aéyw Ou Sinkdotdov €ott 10 ABI'A no@odAnhoyQocpupov
700 BEI" tQtydvou.

‘Eneledyw yop 1 AT loov 87 €01t 10 ABI 10iywvoy 1@ EBT
TOyOv®: €nt te YOO Tthg a0l Bdosng €otv aT® g BT nod €v
tode o0tade mauAdnhowg tode BIL, AE. dia 0 ABTA
ToQUAMAOYQa oy Stmhdotdv €0t 10D ABI 10rycvou: 1)y AT
Stdpetog avto Slya tépver Mote 10 ABI'A no@onhoyQoppov
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nod 100 EBT toryavou €otl Sinhdotov.
"Edv 6o no@adAnhoyQopphoy 1etyeve Baoty te €y thv o0ty
woad &v tade adtadc ma@uddihowc 1), Sumhdotdy ot 1O

TQAUANAOYQ OV TOD TOLywVOoL* OmeQ E8et detéa.
ug’.

T® dodévet  1Qyoved  ioov  ma@uAAnAoyQoppov
ovatnoucsdat &v Tij 60eion ywvig sVIvyQLPU®.

"Eotw 10 pév 809¢v 10lywvov 10 ABT, 1] 8¢ Sodeloa ywvia
e0d0oyoappog M A 8t oM @ ABI' 1oyove  {oov
T QUAMNAOYEa oV cuothoacdot &v Tf] A ywvigt e0JvyQapU®.

Tetunodw 1 BI' Siya ot 10 E, nod €neledydw M AE, xad
ovveotdtw mEOg tf] EI e09eiqt xal 1@ ne0g ardTf) onpel® 1@ E i)
A yovig Ton 1 010 TEZ, »od 810 pév 100 A tf) EI' ne@ddniog
Mxy9w M AH, 8w 8¢ 0D I' tfjy EZ na@dinrog 9w 1 TH:
noQoANAOYQoppov 8o Eoti 10 ZET'H. xad €nel Ton €otiv 1) BE
M EI, Toov o1l xal 10 ABE toiywvov 1@ AEL towyeve: éni te
v00 Towv Baceov elot 1@V BE, EI" xad €v todg adtadc nagodiniorg
tadg BT, AH: 8imddotov dpa €otl 10 ABI 10iyewvov tod AED
Totyovov. Eott 8€ nol 10 ZEI'H ma@adinioyQoppov Simhdotov
700 AEI 10tymvou: Bdoty te yaQ adtd v a0t Eyet xad €v Tadg
avtods €oty a0T® moQuAANhowe loov 8oa €oti 10 ZEI'H
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no@oMnAOyoappov t® ABIT toryove. xod Eyer v Vo TEZ
ywviav lony tf) doOeion ] A.

T® doo dodévtt 1orywve 1@ ABI {oov mo@odAnioyQoppov
ovvéotator 10 ZETH €v yovig tf) Vn0 TEZ, flug gotiv {om tq) A

OneQ €det motfjou.
!
By -

ITavtdg na@uAlAioyQippov t@v neEl thv SidpetQov
TUQUAMAOYQAPPY T THQUTANQrpaTY oo AMNA0LS EoTiv.

"Eotw nagadnioyappov 10 ABI'A, Sidpetpog 8€ adtod 1)
AT, mel 8€ v AT" noe@odAnroyQoppe pév €otw 10 E@, ZH, ta
8¢ heyopeva maamin@opate 10 BK, KA. Aéyw 6t {oov €01l 10
BK mogamineopo 1@ KA nagarinoompott.

‘Enel y00 mo@udnhoygopudy €ott 10 ABTA, Sidpetpog €
avtod 1 AT, {oov €oti 10 ABI 10iywvov 1@ ATA t0ryeve. méiwy,
gnel Ta@aAAOYQopudy €ott 10 EO, Sapetog 8¢ avtod €oty
N AK, Toov €011 10 AEK 10iywvov 10 ABK 10yove. 8t T adTdl
81 i 10 KZI teiywvov 1@ KHI €0ty oov. &nel ovv 10 pév
AEK 1oiywvov 10 ABGK toiyove gotiv loov, 10 8¢ KZI' 1@
KHI, 10 AEK toiywvov petd 10d KHI {oov €otl 1@ AGOK
Toyove pett tob KZI™ Eott 8€ nal Ohov 10 ABI t0iywvov OAm
@ AAIL {oov: homov do 10 BK mogaminowpa hotn® 1@ KA
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noQamAnQepott Eotty Toov.
[Mavtog GQo  mo@aAnAoyQdppon yweiov v meEl Ty
S8 petEOY TaEUAMAOYO&PU®Y T TaeQaTANQGpRaTa Toot BAATAOLG

€otlv: OneQ Eder detéou.
pé'.

ITepa tjv §09sicuy e0deiuy 1@ S09évu 1QryOVE ioov
na@uAMAOYQuppov  ma@uPurelv év T 60dsion ywvig
e0JuyQapp.

"Eotw N pév dodelon e09elx 1| AB, 10 8& dodev 10iywvov 10
I, 1 8¢ dodeion ywviow c0YOYEappog N A+ del 81 @ v
SoVcloav e0delov v AB 1@ S0oVévtt 1oryeved @ I' ioov
ToQUAAAOYQo oy ToRaBokelv v Tom tf) A yovig.

Yoveotatw 1@ I' 1Qryove ooy nagorinidygoppov 10 BEZH
&v yovig M) V10 EBH, 1 oty Ton tfj A' %ol xeiodw Gote €n’
e09eiag elvar v BE fj AB, xad 8ty 9w 1) ZH éni 10 ©, xai Sud
00 A Onotépq tdv BH, EZ mogadnioc fydo M A®, xal
gneledydo N OB. xod €nel eig noupadihovg 10 A®, EZ c09eln
gvémeoey 1) OZ, ol 8o V10 AOZ, OZE ywvion duoily 009aic eloty
{oou. ol dpa V0 BOH, HZE b0 009Gy €\dcoovég elowv: ail &€
An0 €laoocovey 1| 600 003Mv elg OmeQov  ExBorlopevor
ovpmintovow. al OB, ZE 8o €xPallopevon ovpnecobvrot.
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ExPefinodwoay nol ovpmntétwony xotd 10 K, xal did tod K
onpetov OmoteEa v EA, ZO nogdriniog fydw 1 KA, xod
enxBefModwony ol @A, HB éni wa A, M onpelo.
ToQaAAMAOYQoppoy doa goti 10 OAKZ, Sidpetgog 8€ adtod 1
OK, neol 8¢ v OK mapedinhdyoappa pév 1o AH, ME, ta 8¢
Aeyopeva maamAneopata 0 AB, BZ: {oov doa €0t 10 AB t®
BZ. &0\a 10 BZ 1® T toryeve €otiy ioov xod 10 AB o 1@ I
€otv Toov. nad €nel {om €otiv 11 VO HBE yovia tfj VUm0 ABM,
@01 V0 HBE fj A oty o, xai 1 V10 ABM 0o tf) A ywvig
€otiv Ton.

[MTopa v dodeiooy Goo e09elay 1y AB 1@ dodévtt 10rydve
@ I" Toov noe@adinhoyQappov no@oefintan 10 AB €v yovig Tf
010 ABM, 1] €0ty Ton tfj A+ neQ €der norfjoo.

pe’.

T® Jodévrt cvJvygapp® Toov na@UAAMNAOYQuppOY

ovotnoucsdaut &v Tij Soeion ywvig sVIvyYQLPUP®.

"Eotw 10 pév 809¢&v e090ypappov 10 ABIA, 1 8¢ 8odsion
ywvie e030yEoppog 1 E- 8l 81 1@ ABT'A e0Suvyeapuw foov
ToQUAAAOYQ oy ovatnoacdon €v 11} dodeion ywvig tfj E.

‘Eneledydo 1 AB, xol ovveotdtw 1@ ABA towyove ioov
T QoANAOYQoppov 10 ZO €y 1ff V10 OKZ ywviq, §| £otv Ton 1)
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E- xol noegofBefinodw noapd v HO g09eilav 1@ ABIT 10ryovem
{oov maaMnAoyEappov 10 HM &v 1f) 010 HOM ywvig, §| oty
ion 0 E. xod €nei ) E yovio Exatéoq tdv Vo OKZ, HOM éotwy
ion, nol 1 V0 OKZ o ] 00 HOM &ouv Ton. xown
neooxeiodw 1 V10 KOH: ai doa vnd ZKO, KOH raig Hnd
K®H, HOM oo eiotv. " ai U0 ZKO, KOH Suoiv 009aic
{oat elotv: %ol al V10 KOH, HOM dox dvo 009axis oot cioiv.
100¢ 87 vt e0Velq tf] HO xod 1@ 100 adtf] onpeld 1@ O Sdo
e0delon ol KO, OM pn &nl 1@ adtd péen uelpevon t0¢ Epekilg
ywviag 6Vo 0091 Toag notoDoty: €n” eVIeiag G €otiv 1) KO tfj
OM: »od €nel elg magalnioug g KM, ZH e03ein €véneoev 1)
OH, ai &vadllaZ yoview ol 0 MOH, ®HZ oo dinhoug siotv.
rowM nEooxeiodw N Vrd OHA" i oo Vnd MOH, OHA 1
V10 OHZ, ®OHA Toou eloiv. 0L ol V0 MOH, @HA 8do 003aig
oo elotv: xad ol V0 OHZ, OHA dioa 8o 603uic Toat elotv: én’
e0Jelog 8o €otiv ) ZH ] HA. xod €nel 1) ZK 1] OH o7 e nod
TEAAMNAOG €otty, BALA 1ol 1) OH 1) MA, xoi 1) KZ dipo thf MA
{om te nad TaEdAMNAOS €otiv: xad Emlevyvbovoty adTig eVIeion ol
KM, ZA: noid al KM, ZA Goo {oow e nod mo@adinhol eiotv:
noQoAnAOyQoppov doa €otl 10 KZAM. xadi &nel {oov €01l 10
nev ABA 1oiywvov 1@ ZO naaiinioyeapu®, 10 8¢ ABI' 1®
HM, &lov Gipx 10 ABI'A e030ypappov i 1@ KZAM

ToQUAAAOYQALU® Eotlv Toov.
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T® oo doVdévtt edduypdpp® @ ABI'A ioov moQok-
AnAoyQappov ouvéotatar 10 KZAM &v yovig 1] 20 ZKM, 1

€otwy 1o 1] 8oeion tfj E- Onep £de norfjou.
ws'
A7 1l doeiong s0Ieing teTQAYWVOV AvaryQodor.

"Eotw M 809cioa el | AB- 861 81 and thic AB e03eiag
TETQAYWVOV BvoryQdda.

“Hydw i AB e09eiqt 4nd t0d 100¢ a0t} onpelov 10D A 10O
0030¢ N AT, xad xeiodw 1] AB 1om 11 AA »od Sl puév tod A
onpetou ) AB na@ddniog 9w 1 AE, 810 8 tod B onpelou
AA mepadinrog fydw N BE. nagedinhoyoappov oo €oti 10
AAEB- 1om oo gotiv 1 pév AB 1] AE, 1) 8¢ AA fi BE. d\a 1
AB 1M AA €otiv Ton ol téoonpeg doa ol BA, AA, AE, EB {oo
GAANhoug  eloty:  lodmhevgov G €oti 10 AAEB
T QUAMAOYQo oY, Aéyw 81, Ot xol 0poywviov. €nel yaQ elg
noQolnioug tic AB, AE e03¢elo &véneoey 1| AA, ol oo V1O
BAA, AAE ywvioaw 800 003aic Too elotv. 009m &€ 1 V10 BAA:
009 Gipo xod 1) V10 AAE. 1®v 8€ mo@adAinhoyQdppwy ywolwy ol
Grevovtiov mhevEad te xod ywviow Toow BAANhoug elotv: dIT| doo
nod ExatéQa 1@ Amevavtiov 1@y V10 ABE, BEA yovi@v.

‘OgYoyoviov Gipa o1l 10 AAEB. €3eiy97 6& nod loomhevgov.
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tetEaywvov 8o €otiv xal €omv AnO  thig AB  e¥delag

QvoryeyQoppévoy: OmeQ Edet mottjoor.
pe'.

‘Ev t0ig 0030ywvioig t@rywvorg 10 G4m0 tfig TNy 0091V
ywviay Dntotevodong TAev@Ag TeTRAYWVOoY ioov £oti Tolg Gno

@V Y 0091V ywviay TeQleyovo@®v TASVEMY TETRAYOVOLS.

"Eotw toiywvov 0p3oyaviov 10 ABI" 09|y €yov tv b0 BAT
yoviav. Aéyeo 8t 10 and thg BI tetpdywvov Toov €oti toig Gnd
v BA, AT tetQaywvorc.

Avaryeyodpdn yao anod pév g BI' tetpdywvov 10 BAEL, dnd
8¢ t@v BA, AT" 0 HB, BT, »od 81t tod A Omotépa v BA, TE
no@aAAnhog fydw 1 AN xai Enelebydwoay ol AA, ZT. xai énel
0097 oty €xatéga t@v Vo BAT, BAH ywvi@v, 100 8% v
e09eiq 1] BA %ol 1@ 100g aOtf] onpet® 1@ A SVo ed9elon ol AT,
AH pn) €nt 10 00T peEn nelpevor TG E9eéiic yoviag Suoty 00Jais
{oag moobow én” e0Velag G €otiv 1 TA i} AH. 8itd w0 acdTdl
&1 xod 1) BA 1] A® €omv €n” e09elac. xod €nel Ton €otiv 1} V7O
ABT yovia tf) V10 ZBA- 009 y0Q €xatéQa: xowr) nooxeloVw
1 010 ABT™ &An doo 1) 010 ABA 8An tf) 010 ZBI" €otiv {om. nod
énel Ton €otiv 1 pev AB fj BI', 1 8¢ ZB tfj BA, 8bo 61 ai AB,

BA 8bo tadc ZB, BI" {oo elolv Exatépo Enatéo: xad ywvio 1) V10
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ABA yovig tf) 010 ZBTI {on Baog doa 1 AA Bacet tfj ZI otiv
{om, nod 10 ABA 10iyewvov 1@ ZBI t1oryove €otiv Toov: xal éott
00 pe&v ABA toiywvou Simidotov 10 BA na@adinidyQappoy:
Baow e yaQ v v Eyovot v BA xad v taic avtadis slo
noeQodiniog taic BA, AN tod 8€ ZBI' 1orydvov Sinkdotov 10
HB tet@dywvov: Bdotv te yoQ ndhy tv adtv &yovot v ZB xad
&v 1o altads elot mapadihorg tods ZB, HI. {oov dpa €0l nod
10 BA noaodnhoyoappov @ HB tetgoyove. Opoiwg 81
gmlevywpévoy  t@v  AE, BK  SeryOnoetoawr noi 10 TA
ToQAUANAOYQppov Toov 1@ OT tetaymve: dhov 8o 10 BAET
1e1dywvov duol tolg HB, O tetpaywvolg loov €otiv. xal €ott 10
név BAEL tet@dywvov and g BT dvaygogpey, ta 8¢ HB, O
ano t®v BA, AT". 10 doa o g BI' mhevpdc tetpdywvov Toov
€01l 10lg And 1@v BA, AT" nhev®dv tetQorydvorls.

‘Ev doa tolc 0p%oywviog toyovorg 10 @nd thig v 09y
ywvioy VoTevodong TAevag 1eTdywvoy Toov €oti Toig And v
Vv 00y ywviay neQLeyovo®v TAevE®Y TeTRaywvols OmeQ Edet
detat.

'

‘Eav 10ryovon 10 and pas t@v tAsv@®v 1e1dywvoy ioov
N tolg and t@v Aomdv 1o tEryhvov SV TASLEGY
TETQUYWVOLG, 1] TEQLEYOPEVY], Yywvik VN0 @V Aom@®dv 10V
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TQry®voL 600 TAsLE®Y 0091 £oTiv.

Torywvov yoQ tod ABI' 10 and wdc tfc BI' mhevpdg
17e1Qdywvov Toov Eotw 1olg OmO 1t®v BA, Al mhevoldv
TeTAYOVOLG. Aéyw Ot 003 oty 1) V10 BAT ywvia.

"Hy9w yo@ and 100 A onpelov 1] AL e09eiq 1p0g 0090c 1
AA nod xeloYo 1] BA Tom 1 AA, xod énelebydw 1 AT énel Ton
€otiv 1 AA tfj AB, Toov &oti nad 10 ano g AA tetEdywvoy 1@
ano thic AB tetpayove. xowdv mooxeiodw 10 and thg AT
TeTEaywvov" 0 8o Al t®v AA, AT tetpdywva Too €oti tolg nd
t@v BA, AT tetparydvorg. GAAA 0l pév and t@v AA, AT {oov
€otl 10 Ano th|g Al 0p9M y&o €otv 1 V1O AAT ywvia tolg 8¢
an0 1@v BA, AT {oov €oti 10 and i BI™ Dnoretton yao: 10 dQo
ano thig Al tetpaywvov loov ot 1@ and tfig BT tetpoymve:
dote ol mhevd N AL 1) BI €otiv {om® xad €nel o €otlv 1 AA
M AB, xown 8¢ 1 AT, 8bo &1 al AA, AT Vo taic BA, AT Toon
elotv xod Borg 1) A" Baoet 1] BI {on ywvio oo 1 010 AAT
yowvig f V10 BAT €otiv {om. 0091| 8€ 1 V10 AAT™ 9| dipo xod
1 Ord BAT.

"Edv da torymvon 10 nd pdic 1dv nhev@®dv 1etQdywvoy ioov

3

M toig And T®v Aotn@®v oD tEywvoL b0 TAeLEMV TETEAYOVOLG,
1 meQLeyopevy] yowvio VO @Y Aotndv 10D TELYHVOL dYO TAELEWDY

00 €otrv: OneQ €det detéau.
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GLOSSARIO

In un primo studio ¢ conveniente, leggere rapidamente i po-
stulati e le nogioni comuni, e poi subito la prima proposizione (p.
4), tralasciando le lunghe spiegazioni dei zermini geometrici, poiché
esse, pur avendo avuto ragione di essere per i greci, sono poco
utili a noi, ai quali questi termini sono notissimi e fanno oramai
parte della lingua comune.

Per facilitar 'uso di questo glossario, sono percio state escluse
le parole, appartenenti alla lingua comune dei greci, le quali com-
paiono soltanto nelle pp. 86-88.

Deti verbi sono date le varie forme adoperate nel testo, sotto
la forma dell'infinito presente. Delle altre parole ¢ data soltanto

una delle forme adoperate.

dyewv condurre
Hydw, Hydwoay, Rrtar, Gyayeiv
aitelv domandare
nmModw
altpoto postulati
aduvatov impossibile
@& ma
drnioug 'un Paltro

GvoryQdupety costruire
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Gvoryeydpdw, Gvaryodibor, GvaryQapéy, Avoryey Qo tEVOY
Gvioog diseguale
dnetpog infinito
Gnevovtiov opposto
and da
doo dunque
Gy principio
Qtomog assurdo
aDTOC Stesso
Bupopelv togliere

Qepo eI, Ao, dgnentot, dpelely
Baoig base
y&Q poiché
yoapewy descrivere

yodupeoda, yeyQdpdw
yexpp linea
yowvio angolo
3¢ poi, dunque
detvuvar dimostrare

Setéopey, detéau, £8elyOm, &delyInoav, Serydnoeto
Selv esser necessario

del, Edet
S per
Sudyety condurre
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Suydw
Suapetog diagonale, diametro
Swxotnpa distanza
dtdovon dare
doVev, dodévtog, dodévt, dodeion, doleiong, dodeion,
do9cioay, odsioat, Sodeio®v, Sodeicuig
Simhaotog doppio
dlyo per meta
Suvatov possibile
dvo due
€av se
el se
elvou essere
gotiv, eloty, Eotw, Eotwony, Eotat, Eoovtal, Qow, T, dvia
elc verso
&xditeQog 'uno e altro
€x da
gntog fuori
ExBddey prolungare
ExBefinodo, ExPefinodwony, &xBolelv, ExPallopévac,
ExBolhopévar
Exunelodou esser preso
Exxelodw

é\doowy minore
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gumintety incontrare

EUTINTETW, EUTETTOUEY, EVETETEY, EUTITTOVON

gvin

év1o¢ entro

Evalld€ alternamente

&vvola nozione

¢¢ da

gnel poiché

gni su, per

gmlevyvhdvar congiungere
gmlevyvbouoty, gneledydow,
gmlevyvbdtooay, gmlevyvdtwooy,
gmlevyvopévay, Emlevyvbovoat

€reQog altro

e0Jelo retta

e0I0yappov rettilineo

€pa@polety coincidere

gpaopuodlovia, gpapuolopéveg,

gneledyduwonv,

gmlevydeion,

gpappolopévon,

EpaOuooEL, EPAOUOCAOTNG, EPUOPOCAVTOS, EPAQUOTOVTLY

€peki|c di seguito
€protlvan erigere
gpeotnuey, Epeotnuuin

Eyetv avere
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Eyet, Exovoy, xétw, &y, &yov, Exovta, Eyovoay, Eyovoul,
£l
1 che
fpov meta
f{tot ovvero
loog eguale
ioomhevpov equilatero
loooneAéc isoscele
n&xJet0¢ cateto
nol e
nohelv chiamare
nohettou
nota pet, ad
AATUAELTOUEVOY Timanente
neloOat esser posto
neloDw, xeipeva
#EVTQOV centro
%ol comune
70QUYY vertice
wO¥Aog circolo
MopBavery prendere
eiMedw
Aéyetv dire
Ay, Aéyoueva
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Aeimety lasciare

AOLTOC resto

petlwv maggiore

uév pure, bensi

HEQOG parte

METE con

petohopBlvety permutare
HeToho i Bavopevat, RETUAXUBUVOUEVOS

@1 non

undéteQog nessun dei due

pio una

vlv ora

oil

Olog intero

Opolwe similmente

08¢ acuto

OmeQ cio che

Onoteog qual dei due

00%oymviog ortogonale, rettangolare

0094¢ retto

Oty quando

Ot che

Oc¢ il quale, che

o08¢ né
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oVYev niente

oV(x) non

obv dunque

néAtv di nuovo

nl¢ tutto

noeQa ad

noQaBdAkety applicare mox@oBdAhety
noQaBefAnodw, noaBeBintor, naQoolely

ToQoAANAOYQappov parallelogrammo

no@aAAniog parallelo

ToQamAYQwpa complemento

TETEQXOWUEYY] terminata

neQl intorno

neQiéyelv comprendere
neQiéyovoty, meQe€ouvoty, meQlEYOLORY,
TEQIEYOUEVNV

TAELOA lato

TANY eccetto

TolO¢ molto

notely fare

TIEQLEYOMEVT],

notel, totoVoty, Totl], tot®doty, Toteltw, ToLeiTwony, TotfjouL,

TOLY|OEL, TETOLYUEY
TROG Verso

nQooexBaAiety prolungare
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neooexBefinodw, npooexfBefinoduwoay,
nooexPindeioeg, npooenfAndsio®dv
nooxeloYat essere aggiunto
nRooxelodw
nEooT¥évar aggiungere
nootedf
onpelov punto
otadelon eretta
OLUTITTELY concorrere
OLUTUTTOVOLY, CUUTUTTOVONL, GUUTEGOVVTAL, CUUTUTTETWORY
oLVLOTAVAL costruire
OULVEOTHTW,  OULVECTATHL,  OLVECTATWOXV,  CLVIOTOVTAL,
ovothoaodut, cuotad®Doty, ovotadncovtal, cuotadeloot
oLVEYEC continuo
oyfpo figura
tépvety dividere
TEQVEL, TEUVOLOLY, TEUVWOLY, TETUNoDW, TETUNTOL, TEUELY,
TETUTPhEVEG
€000 QEG quattro
T7eTQdywvoy quadrato
ndévar porre
VoD, 1depévou
¢ alcuno

TQumeltov trapezio
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TQETG tre

TQiywvov triangolo

VYOV a caso

VmeQéyety superare

V76 da

Ononelodat supporte
VOnELTOUL

Vrotelvety sottendere
Urotelvel, VToTelvouoty, VTOTElVOLOX,
V7oteivovoay, DToTElvOLGL

YwQiov spazio

m¢ come

®ote sicché
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